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Função de Carathéodory
No que segue, assuma que

Ω ⊂ RN é um subconjunto limitado com fronteira suave

e
f : Ω× R → R uma função

verificando:
(i) f (., t) mensurável para cada t ∈ R;
(ii) f (x , .) localmente limitado para cada x ∈ Ω e
(iii) |f (x , t)| ≤ a + b|t |p (crescimento subcrı́tico ou crı́tico),

onde a,b > 0, p ∈ (0,2∗ − 1], se N ≥ 3 e p ∈ (0,∞), se
N = 1,2.

Neste caso, é possı́vel provar que a função

F (x , t) =
∫ t

0
f (x , s)ds

é uma função de Carathéodory e para cada x ∈ Ω

F (x , .) é localmente Lipschitz em R.
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é uma função de Carathéodory e para cada x ∈ Ω
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No que segue, assuma que
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é uma função de Carathéodory e para cada x ∈ Ω
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Lema 1

Seja Ψ : Lp+1(Ω) → R um funcional dado por

Ψ(u) =
∫
Ω

F (x ,u(x))dx .

Então Ψ ∈ Liploc(Lp+1(Ω);R).

Ideia da demonstração: Basta utilizar o fato de F (x , .) ser local-
mente Lipschitz, para cada x ∈ Ω, o Teorema do Valor Médio e a
Desigualdade de Holder.
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Dados ϵ > 0

e t ∈ R, denote

f ϵ(x , t) = ess inf{f (x , s) : |s − t | < ϵ} e

f ϵ(x , t) = ess sup{f (x , s) : |s − t | < ϵ},
bem como

f (x , t) = lim
ϵ→0+

f ϵ(x , t) e

f (x , t) = lim
ϵ→0+

f ϵ(x , t).

Mostraremos agora que

(1) F 0((x , t); v) ≤
{

f (x , t)v , se v > 0;
f (x , t)v se v < 0.

Para isto, fixados x ∈ Ω e t ∈ R observe que

F 0((x , t); v) = lim sup
h→0,λ↓0

F (x , t + h + λv)− F (x , t + h)
λ

= lim sup
h→0,λ↓0

1
λ

(∫ t+h+λv

t+h
f (x , s)ds

)
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Lema 2
Fixados x ∈ Ω

e t ∈ R, defina

f (x , t+0) = lim
h→0+

f (x , t+h) e f (x , t−0) = lim
h→0+

f (x , t−h)

Se

f (x , .) é uma função descontı́nua do tipo salto,

com seu conjunto de pontos de descontinuidade não contendo ponto
de acumulação, então

f (x , t) = min{f (x , t+0), f (x , t−0)}

e
f (x , t) = max{f (x , t+0), f (x , t−0))}.
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f (x , .) é uma função descontı́nua do tipo salto,

com seu conjunto de pontos de descontinuidade não contendo ponto
de acumulação, então

f (x , t) = min{f (x , t+0), f (x , t−0)}

e
f (x , t) = max{f (x , t+0), f (x , t−0))}.



Lema 2
Fixados x ∈ Ω e t ∈ R, defina

f (x , t+0) = lim
h→0+

f (x , t+h) e f (x , t−0) = lim
h→0+

f (x , t−h)

Se
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Lema 3
Assuma que f (x , t) verifica as hipóteses do Lema 2.

Então

∂tF (x , t) = [f (x , t), f (x , t)],

para todo x ∈ Ω e t ∈ R.

Demonstração: Fixe x ∈ Ω. Sendo

f (x , .) uma função descontı́nua do tipo salto,

temos que os limites laterais de f (x , .) existem, e portanto:

(2) F 0((x , t); v) ≥
{

f (x , t − 0)v
f (x , t + 0)v ,

para todo t , v ∈ R. Logo,

f (x , t − 0), f (x , t + 0) ∈ ∂tF (x , t),

consequentemente

(3) f (x , t), f (x , t) ∈ ∂tF (x , t).
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Agora, afirmamos que

(4) ∂tF (x , t) ⊂ [f (x , t), f (x , t)].

Com efeito, dado ξ ∈ ∂tF (x , t) temos (por (1))

ξ.v ≤ F 0((x ,u); v) ≤
{

f (x ,u)v , se v > 0;
f (x ,u)v , se v < 0,

implicando que
f (x ,u) ≤ ξ ≤ f (x ,u).

Por fim, usando (3), (4) e o fato de ∂tF (x , t) ser um conjunto convexo
na reta, obtemos que

∂tF (x , t) = [f (x , t), f (x , t)].■



Agora, afirmamos que

(4) ∂tF (x , t) ⊂ [f (x , t), f (x , t)].

Com efeito, dado ξ ∈ ∂tF (x , t)

temos (por (1))

ξ.v ≤ F 0((x ,u); v) ≤
{

f (x ,u)v , se v > 0;
f (x ,u)v , se v < 0,

implicando que
f (x ,u) ≤ ξ ≤ f (x ,u).

Por fim, usando (3), (4) e o fato de ∂tF (x , t) ser um conjunto convexo
na reta, obtemos que

∂tF (x , t) = [f (x , t), f (x , t)].■



Agora, afirmamos que

(4) ∂tF (x , t) ⊂ [f (x , t), f (x , t)].

Com efeito, dado ξ ∈ ∂tF (x , t) temos (por (1))

ξ.v ≤ F 0((x ,u); v) ≤
{

f (x ,u)v , se v > 0;

f (x ,u)v , se v < 0,

implicando que
f (x ,u) ≤ ξ ≤ f (x ,u).

Por fim, usando (3), (4) e o fato de ∂tF (x , t) ser um conjunto convexo
na reta, obtemos que

∂tF (x , t) = [f (x , t), f (x , t)].■



Agora, afirmamos que

(4) ∂tF (x , t) ⊂ [f (x , t), f (x , t)].

Com efeito, dado ξ ∈ ∂tF (x , t) temos (por (1))

ξ.v ≤ F 0((x ,u); v) ≤
{

f (x ,u)v , se v > 0;
f (x ,u)v , se v < 0,

implicando que
f (x ,u) ≤ ξ ≤ f (x ,u).

Por fim, usando (3), (4) e o fato de ∂tF (x , t) ser um conjunto convexo
na reta, obtemos que

∂tF (x , t) = [f (x , t), f (x , t)].■



Agora, afirmamos que

(4) ∂tF (x , t) ⊂ [f (x , t), f (x , t)].

Com efeito, dado ξ ∈ ∂tF (x , t) temos (por (1))

ξ.v ≤ F 0((x ,u); v) ≤
{

f (x ,u)v , se v > 0;
f (x ,u)v , se v < 0,

implicando que
f (x ,u) ≤ ξ ≤ f (x ,u).

Por fim, usando (3), (4) e o fato de ∂tF (x , t) ser um conjunto convexo
na reta, obtemos que

∂tF (x , t) = [f (x , t), f (x , t)].■



Agora, afirmamos que

(4) ∂tF (x , t) ⊂ [f (x , t), f (x , t)].

Com efeito, dado ξ ∈ ∂tF (x , t) temos (por (1))

ξ.v ≤ F 0((x ,u); v) ≤
{

f (x ,u)v , se v > 0;
f (x ,u)v , se v < 0,

implicando que
f (x ,u) ≤ ξ ≤ f (x ,u).

Por fim, usando (3), (4) e o fato de ∂tF (x , t) ser um conjunto convexo
na reta,

obtemos que

∂tF (x , t) = [f (x , t), f (x , t)].■



Agora, afirmamos que

(4) ∂tF (x , t) ⊂ [f (x , t), f (x , t)].

Com efeito, dado ξ ∈ ∂tF (x , t) temos (por (1))

ξ.v ≤ F 0((x ,u); v) ≤
{

f (x ,u)v , se v > 0;
f (x ,u)v , se v < 0,

implicando que
f (x ,u) ≤ ξ ≤ f (x ,u).

Por fim, usando (3), (4) e o fato de ∂tF (x , t) ser um conjunto convexo
na reta, obtemos que

∂tF (x , t) = [f (x , t), f (x , t)].■



Antes de enuciarmos o próximo resultado precisaremos da seguinte
definição:

Definição
Diremos que

φ : Ω× Rk → R é uma função superposicionalmente mensurável

se para toda função vetorial mensurável u : Ω → Rk , a composição

φ(x ,u(x)) é uma função mensurável.
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Gradientes Generalizados sobre espaços
de Lebesgue

Teorema 1
Suponha que

f (x , t) verifique as condições (i)− (iii);

f , f são superposicionalmente mensurável.
Então, Ψ é um funcional localmente Lipschitz em Lp+1(Ω) e

∂Ψ(u) ⊂ ∂tF (x ,u(x)) = [f (x ,u(x)), f (x ,u(x))], q.t.p. em Ω.

Além disso, assumindo X = H1(Ω) (ou X = H1
0 (Ω)) temos:

∂Ψ|X (u) = ∂Ψ(u), u ∈ X .
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de Lebesgue

Teorema 1
Suponha que

f (x , t) verifique as condições (i)− (iii);
f , f são superposicionalmente mensurável.
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Obs. : A inclusão dada no Teorema 1 é uma Representação de
Riesz,

e significa que para cada

ξ ∈ ∂Ψ(u) ⊂ Lp+1(Ω)∗,

existe (via Teorema da Representação de Riesz) uma função

ξ(.,u) ∈ L
p+1

p (Ω)

tal que

⟨ξ, v⟩ =
∫
Ω
ξ(x ,u)v dx , ∀v ∈ Lp+1(Ω),

com
ξ(x ,u) ∈ [f (x ,u(x)), f (x ,u(x))], q.t.p. em Ω.
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Utilizando o Teorema do Valor Médio e a desigualdade (5),
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Usando o Lema 3

(6) Ψ0(u; v) ≤
∫
[v<0]

f (x ,u(x))v(x)dx +

∫
[v≥0]

f (x ,u(x))v(x)dx .

Afirmação: Para todo η ∈ ∂Ψ(u)

f (x ,u(x)) ≤ η(x ,u(x)) ≤ f (x ,u(x)) q.t.p. em Ω.

Com efeito, suponha por contradição que existam
ξ ∈ ∂Ψ(u) e
um conjunto M ⊂ Ω com |M| > 0

verificando:
ξ(x ,u(x)) < f (x ,u(x)), x ∈ M.

Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫
Ω
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx ≤ Ψ0(u;−χM).



Usando o Lema 3

(6) Ψ0(u; v) ≤
∫
[v<0]

f (x ,u(x))v(x)dx +

∫
[v≥0]

f (x ,u(x))v(x)dx .

Afirmação: Para todo η ∈ ∂Ψ(u)

f (x ,u(x)) ≤ η(x ,u(x)) ≤ f (x ,u(x)) q.t.p. em Ω.

Com efeito, suponha por contradição que existam
ξ ∈ ∂Ψ(u) e
um conjunto M ⊂ Ω com |M| > 0

verificando:
ξ(x ,u(x)) < f (x ,u(x)), x ∈ M.

Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫
Ω
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx ≤ Ψ0(u;−χM).



Usando o Lema 3

(6) Ψ0(u; v) ≤
∫
[v<0]

f (x ,u(x))v(x)dx +

∫
[v≥0]

f (x ,u(x))v(x)dx .

Afirmação: Para todo η ∈ ∂Ψ(u)

f (x ,u(x)) ≤ η(x ,u(x)) ≤ f (x ,u(x)) q.t.p. em Ω.

Com efeito, suponha por contradição que existam
ξ ∈ ∂Ψ(u)

e
um conjunto M ⊂ Ω com |M| > 0

verificando:
ξ(x ,u(x)) < f (x ,u(x)), x ∈ M.

Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫
Ω
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx ≤ Ψ0(u;−χM).



Usando o Lema 3

(6) Ψ0(u; v) ≤
∫
[v<0]

f (x ,u(x))v(x)dx +

∫
[v≥0]

f (x ,u(x))v(x)dx .

Afirmação: Para todo η ∈ ∂Ψ(u)

f (x ,u(x)) ≤ η(x ,u(x)) ≤ f (x ,u(x)) q.t.p. em Ω.

Com efeito, suponha por contradição que existam
ξ ∈ ∂Ψ(u) e
um conjunto M ⊂ Ω com |M| > 0

verificando:
ξ(x ,u(x)) < f (x ,u(x)), x ∈ M.

Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫
Ω
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx ≤ Ψ0(u;−χM).



Usando o Lema 3

(6) Ψ0(u; v) ≤
∫
[v<0]

f (x ,u(x))v(x)dx +

∫
[v≥0]

f (x ,u(x))v(x)dx .

Afirmação: Para todo η ∈ ∂Ψ(u)

f (x ,u(x)) ≤ η(x ,u(x)) ≤ f (x ,u(x)) q.t.p. em Ω.

Com efeito, suponha por contradição que existam
ξ ∈ ∂Ψ(u) e
um conjunto M ⊂ Ω com |M| > 0

verificando:
ξ(x ,u(x)) < f (x ,u(x)), x ∈ M.

Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫
Ω
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx ≤ Ψ0(u;−χM).



Usando o Lema 3

(6) Ψ0(u; v) ≤
∫
[v<0]

f (x ,u(x))v(x)dx +

∫
[v≥0]

f (x ,u(x))v(x)dx .

Afirmação: Para todo η ∈ ∂Ψ(u)

f (x ,u(x)) ≤ η(x ,u(x)) ≤ f (x ,u(x)) q.t.p. em Ω.

Com efeito, suponha por contradição que existam
ξ ∈ ∂Ψ(u) e
um conjunto M ⊂ Ω com |M| > 0

verificando:
ξ(x ,u(x)) < f (x ,u(x)), x ∈ M.

Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫
Ω
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx ≤ Ψ0(u;−χM).



Usando o Lema 3

(6) Ψ0(u; v) ≤
∫
[v<0]

f (x ,u(x))v(x)dx +

∫
[v≥0]

f (x ,u(x))v(x)dx .

Afirmação: Para todo η ∈ ∂Ψ(u)

f (x ,u(x)) ≤ η(x ,u(x)) ≤ f (x ,u(x)) q.t.p. em Ω.

Com efeito, suponha por contradição que existam
ξ ∈ ∂Ψ(u) e
um conjunto M ⊂ Ω com |M| > 0

verificando:
ξ(x ,u(x)) < f (x ,u(x)), x ∈ M.

Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫
Ω
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx

≤ Ψ0(u;−χM).



Usando o Lema 3

(6) Ψ0(u; v) ≤
∫
[v<0]

f (x ,u(x))v(x)dx +

∫
[v≥0]

f (x ,u(x))v(x)dx .

Afirmação: Para todo η ∈ ∂Ψ(u)

f (x ,u(x)) ≤ η(x ,u(x)) ≤ f (x ,u(x)) q.t.p. em Ω.

Com efeito, suponha por contradição que existam
ξ ∈ ∂Ψ(u) e
um conjunto M ⊂ Ω com |M| > 0

verificando:
ξ(x ,u(x)) < f (x ,u(x)), x ∈ M.

Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫
Ω
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx ≤ Ψ0(u;−χM).



Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫

M
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx

≤ Ψ0(u;−χM)

≤ −
∫
Ω

f (x ,u(x))χM dx

= −
∫

M
f (x ,u(x))dx ,

ou seja ∫
M
ξ(x ,u(x))dx ≥

∫
M

f (x ,u(x))dx ,

uma contradição.



Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫

M
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx

≤ Ψ0(u;−χM)

≤ −
∫
Ω

f (x ,u(x))χM dx

= −
∫

M
f (x ,u(x))dx ,

ou seja ∫
M
ξ(x ,u(x))dx ≥

∫
M

f (x ,u(x))dx ,

uma contradição.



Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫

M
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx

≤ Ψ0(u;−χM)

≤ −
∫
Ω

f (x ,u(x))χM dx

= −
∫

M
f (x ,u(x))dx ,

ou seja ∫
M
ξ(x ,u(x))dx ≥

∫
M

f (x ,u(x))dx ,

uma contradição.



Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫

M
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx

≤ Ψ0(u;−χM)

≤ −
∫
Ω

f (x ,u(x))χM dx

= −
∫

M
f (x ,u(x))dx ,

ou seja ∫
M
ξ(x ,u(x))dx ≥

∫
M

f (x ,u(x))dx ,

uma contradição.



Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫

M
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx

≤ Ψ0(u;−χM)

≤ −
∫
Ω

f (x ,u(x))χM dx

= −
∫

M
f (x ,u(x))dx ,

ou seja ∫
M
ξ(x ,u(x))dx ≥

∫
M

f (x ,u(x))dx ,

uma contradição.



Neste caso, tomando v = −χM ∈ Lp+1(Ω)

−
∫

M
ξ(x ,u(x))dx =

∫
Ω
ξ(x ,u(x))(−χM)dx

≤ Ψ0(u;−χM)

≤ −
∫
Ω

f (x ,u(x))χM dx

= −
∫

M
f (x ,u(x))dx ,

ou seja ∫
M
ξ(x ,u(x))dx ≥

∫
M

f (x ,u(x))dx ,

uma contradição.
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∂Ψ|X (u) ⊂ ∂Ψ(u),
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X ↪→ Lp+1(Ω) continuamente e X
|.|p+1 = Lp+1(Ω),

para em seguida aplicar o Teorema da Regra da Cadeia.■
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Existência de Pontos Crı́ticos
Definição
Sejam

c ∈ R

e
I : X → R um funcional localmente Lipschitz.

Diremos que

I satisfaz a condição de Palais Smale no nı́vel c, (PS)c ,

se para toda sequência {un} ⊂ X tal que:
I(un) → c (n → ∞);
λI(un) → 0 (n → ∞),

existir uma subsequência de {uj} que converge forte em X .

Quando o funcional verificar a condição (PS)c , para qualquer c ∈ R,
diremos que

I verifica a condição (PS).
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Lema da Deformação
Seja

I : X → R um funcional localmente Lipschitz

satisfazendo a condição (PS). Se
c ∈ R;
N é uma vizinhança aberta que contém Kc ,

então dado ϵ > 0 (suficientemente pequeno) existem
ϵ0 ∈ (0, ϵ);
um homeomorfismo η : X → X

tais que
η(x) = x , x ̸∈ Ac+ϵ0 \ Ac−ϵ0 ;
η(Ac+ϵ \ N) ⊂ Ac−ϵ;
Se Kc = ∅, então η(Ac+ϵ) ⊂ Ac−ϵ.
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N é uma vizinhança aberta que contém Kc ,

então dado ϵ > 0 (suficientemente pequeno) existem
ϵ0 ∈ (0, ϵ);
um homeomorfismo η : X → X

tais que
η(x) = x , x ̸∈ Ac+ϵ0 \ Ac−ϵ0 ;
η(Ac+ϵ \ N) ⊂ Ac−ϵ;
Se Kc = ∅, então η(Ac+ϵ) ⊂ Ac−ϵ.



Lema da Deformação
Seja

I : X → R um funcional localmente Lipschitz

satisfazendo a condição (PS). Se
c ∈ R;
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Teorema 2 (Teorema do Passo da Montanha)
Seja

I : X → R um funcional localmente Lipschitz

verificando a condição (PS). Assuma que
I(0) = 0;
exitem constantes α, ρ > 0 tais que I|∂Bρ

≥ α;

existe e ∈ X \ Bρ tal que I(e) ≤ 0.
Então o funcional I possui um valor critı́co cI ≥ α, com

cI = inf
g∈Γ

max{I(u) : u ∈ g([0,1])},

onde
Γ = {g ∈ C([0,1];X ) : g(0) = 0 e g(1) = e}.
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Teorema 3 (Teorema de Minimização)
Seja

I : X → R um funcional localmente Lipschitz

verificando a condição (PS) e limitado inferiormente. Então, o nı́vel

mI = inf
u∈X

I(u)

é um valor crı́tico para I.

Demonstração: Para provarmos que mI é um valor crı́tico de I,
devemos mostrar que KmI ̸= ∅.

Se KmI = ∅, segue do Lema da Deformação que existem
ϵ > 0 e
um campo η : X → X

tais que
η(AmI+ϵ) ⊂ AmI−ϵ.
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devemos mostrar que KmI ̸= ∅.

Se KmI = ∅, segue do Lema da Deformação que existem
ϵ > 0 e
um campo η : X → X

tais que
η(AmI+ϵ) ⊂ AmI−ϵ.



Teorema 3 (Teorema de Minimização)
Seja

I : X → R um funcional localmente Lipschitz

verificando a condição (PS) e limitado inferiormente. Então, o nı́vel

mI = inf
u∈X

I(u)
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mI = inf
u∈X

I(u)

é um valor crı́tico para I.

Demonstração: Para provarmos que mI é um valor crı́tico de I,
devemos mostrar que KmI ̸= ∅.

Se KmI = ∅,
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Neste caso, vai existir

w = η(v),

com v ∈ AmI+ϵ,

com
I(w) ≤ mI − ϵ < mI ,

uma contradição. ■
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