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Motivacao
O estudo de problemas com nao-linearidades descontinuas atrai
inUmeros autores por causa de suas aplicacdes na fisica-
matematica.Podemos citar por exemplo:

@ o problema de obstaculo (ver Chang, K. C., 1980 and VyKhoi,
L., 2001);

@ o problema de Goldshtik para fluxos separados em um
fluido incompreensivel (ver Goldshtik, M. and Hussain, F,,
1998 and Potapoy, D. K., 2010);

@ o fenomeno da supercondutividade (ver Potapov, D. K., 2011)
e

@ o problema de Elenbaas para origem de descarga elétrica
(ver Elenbaas, W., et al, 1965 and Ambrosetti, A. and Turner, R.
E. L., 1988).

Este ultimo fornece um modelo matematico da origem de uma
descarga elétrica ao longo de um cilindro eletricamente isolado
preenchido com um gas ionizado sob a agao de um campo elétrico
constante.
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Seja U uma secgao transversal de um cilindro contendo um gas ioni-
zado com uma temperatura constante ug na lateral do cilindro.

A equacéo diferencial que descreve a distribuicao de temperatura em
um arco elétrico é a equacao de Elenbaas dada por:

Z%(K(x,u(x))aggn — EPo(xu(x) em U,
j=0

u = U sobre 09U,

onde
@ u(x) é atemperatura do gas no ponto x;
@ |E|? é o campo de densidade elétrico;
@ K(x,u(x)) é a condutividade do calor;
@ o(x, u(x)) a condutividade elétrica.
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Exemplo

Fixado x € U em certas temperaturas, a condutividade elétrica
o(x,.) pode dar saltos, isto &, se a > uy é a temperatura de descarga
no gas, a condutividade elétrica:

o(x. ) = |ulP~"u para u(x) < a
T |ulPu+ w9 para u(x) > a

onde p, g € (0,1) (crescimento sublinear).
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Considerando
@ U um dominio limitado do RN (N > 1);

@ Uy =0;
@ |E|=1;
o K(x,u)=1.

Assim, o0 modelo da equacao de Elenbaas se torna um problema
com nao-linearidade descontinua

—AU = UIx[ysq + [UPTuem U,
u = 0 sobre U

onde
@ Y\ é afuncao caracteristica e
@ [u>a={xeQ: u(x)>a}.
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Nosso principal objetivo aqui € mostrar a definicao e as propriedades
do Gradiente Generalizado associado a um funcional Localmente
Lipschitz (esta teoria foi introduzida por F.H. Clarke em 1975).

E para isso nos basearemos nas seguintes referéncias:

@ F. H. Clarke, SIAM, Philadelphia, 1990.

@ M.R. Grossinho & S.A. Tersian, Nonconvex Optimization and its
Applications, Kluwer Academic Publishers, Netherlands, 2001.
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No que segue (X, ||.||) denota um espaco de Banach separavel e
reflexivo.

Definicao
Um funcional

f: X — R é dito ser um funcional localmente Lipschitz

(e denotamos por f € Lipjoc(X,R)), se para cada x € X, existirem:
@ uma vizinhanca aberta de x, N(x), e
@ uma constante K(x),

tal que

1F(y1) — f(2)l < KO)llys = yall,  y1,y2 € N(x).

Quando a desigualdade acima ocorre em todo o espacgo X, a fungao
f é dita ser Lipschitz.
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Derivada direcional generalizada

Definicao
A Derivada Direcional Generalizada de um funcional localmente
Lipschitz f : X — R, em um ponto x € X na diregdo de v € X,
denotado por fO(x; v), é definido por

f(x+h+Av)—f(x+h)

O(x;v) = limsup .
h—0,A—0+ A
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Observagao: Se f : X — R é de Classe C' em uma vizinhanga
aberta de x € X,entao

O(x;v)=Ff(x)v, veX.

Se f é de classe C' em uma vizinhanga aberta Vy com x € V, C X,
entdo

/ —_
Plx:v) = limsup <f(x+h)+)\vf(x+h) f(x+h) o(A )|| |>
h—0,A—0+ A )‘HVH
onde I|m olv) _ = 0, implicando que

A=0 V]|

fO(x;v) = limsup f(x + h)v.
h—0,A—0+

Sendo f’ continua na vizinhanga V, podemos concluir que

(1) fo(x;v) =f(x)v, veX.
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A seguir iremos mostrar algumas propriedades de Derivada Direcional
Generalizada.

(Ay) (x;-) : X — R é subaditiva e homogéneo positivo, isto &, para
todo x € X temos:

(@) F(x, v + v2) < O(x, 1) + fO(x,v2), w1, V2 € X; (D)
O(x;kv) = kf%(x;v), veX k>0.

(A2) fO(x;-) é um funcional convexo.

Dados vi,v» € X e t € [0,1],tem-se de (A1) que
O(x; v + (1 = Hva) < FO(x, tvy) + O (x, (1 — Hw).
Tendo em vista que t, (1 — t) > 0,segue novamente de (A1) que

Ox;tvy + (1 = Hve) < t0(x, v1) + (1 = HP(x, v).
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(As) [1(x; V)| < K(x)]Iv]].

Observe que

1
POGv) =  limsup ~ (f(x +h+Av) — f(x + h))
h—0,A—0+
B ! f(x+h+Av)—f(x+h)  heB.
T oehor 7P X\ A€ (0,0)

donde segue-se, por propriedade de supremo, que

, f(x+h+rv)—f(x+h)| heB
O0(y. : :
Piivys  lim (S”p{‘ A Ae(0.0)f)
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Sendo f € Lipjoc(X; R), tem-se

PV < lim K|Vl = KXl

e—0,0—01
Analogamente, mostra-se que
o(x;v) = =K(x)|v]],

donde segue que
0 V)| < KXV,

como querl'amos mostrar.
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lim sup °(x;; vj) < 1°(x; v),
Jj—o0

onde lim (x;, ;) = (x,v), (x,v) € X x X.
j—o0
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(As) 9(x;-) : X — R é uma aplicagéo Lipschitz, com constante
Lipschitz K(x), isto é,

1206 u) — P06 V)| < K)llu—vIl, u,veX.
Observe que de (A1)

P(x;u)=P(x;u—v+v)<Pxu—v)+POxv),

) O(x;v) =fO(x;v—u+u) < O(x;v—u)+ O(x; u).
Assim,

fO(x;u) — FO(x;v) < FO(x;u—v) <|FO(x;u—v),
e por (As)

@) PO(x; u) - P20 v) < K(X)|lu — ]l
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Por outro lado,

O(x;v) — FO(x;u) < FO(x;v—u) < |FO(x; v —u)],
donde segue de (A3)
(3) P(x;v) = P06 u) < KO)|lv = ull = KC)||u = vI.
Dessa forma, combinando (2) e (3), temos

100x;u) — 206 V)| < K()l[u— V]I, u.veX.

(Ag) FO(x; —v) = (=H°(x;v), x,veEX.
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0;v)=|v|], veR.

De fato, pois para v > 0, temos

(0, v) = limsup 1(f(h+ Av) — f(h)),
h—0,\—0+ A

donde segue

PO~ fm (Sup{f(h+Av)—f(h)V _ heB })

£—0,6—0+ VA A€ (0,9)

isto é,
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heBE,)\e(O,d)} =1.

De fato, dados A\, > 0 e v > 0 observe que 1 é uma cota superior
para o conjunto

H_{f(“A‘:’A)_f(h) : heBE,)\e(Q(S)},
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Observe, agora, que 1 € H, pois considerando h = 0 temos
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para todos ¢, > 0 e v < 0. Sendo assim, tem-se
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(7) P0;v)=1v|, veR.
De (7)
f(0)={¢eR : &{v<|v|, veR},
logo
of(0) = [-1,1].
Para x < 0,

Ox;v)=Ff(x)v=—v, veR,

desde que f é de classe C' em (—o0,0), e portanto
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Dai, ¢ € 0f(x) se, e somente se,

£< -1, se v>0;
E>—-1, se v<O.

Portanto, of(x) = {—1}.
Para x > 0 mostra-se de maneira andloga que 9f(x) = {1}, mos-
trando finalmente que

{1}, se x>0;
of(x)=<[-1,1], se x=0;
{-1}, se x<O0.
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(8) — p(vo) < p(—vo).

Por outro lado, seja £ : (vp) — R um funcional, dado por

(&, ) = to(v),

onde y = tvy. Observe que £ é um funcional linear.
Afirmacéo 1.1: (¢, y) < 9(x; y), paratodo y € (v).
De fato, pois

to(vo) = p(tvg) = O(x; tvg), t>0.
Para t < 0, segue de (8) que

to(vo) = —(=1)f°(x; vo) <(=1)°(x; (—w0)),

logo por (A+), pois —t > 0
(9) to(vo) < O(x; tvp).
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(10) (F,v)y <f(x;v), veX.
Utilizando (As)
(F,v) <P V) <KM)|vl, veX,

implicando que F é continua. Logo, F € X*



De (9) e (A1),
tp(VO) < fO(X; tVO)v teR,

implicando que
&y) <fPxy), yew),
mostrando assim a Afirmacgao 1.1.

Da Afirmacao 1.1 e de (A+), segue pelo Teorema de Hahn-Banach
que existe um funcional linear F que prolonga &, isto é

(Fov) ={v), Vve(v),
e
(10) (F,v)y <f(x;v), veX.
Utilizando (As)
(F,v) <P V) <KM)|vl, veX,

implicando que F é continua. Logo, F € X* donde segue de (10) que
F € 0f(x)



De (9) e (A1),
tp(VO) < fO(X; tVO)v teR,

implicando que
&y) <fPxy), yew),
mostrando assim a Afirmacgao 1.1.

Da Afirmacao 1.1 e de (A+), segue pelo Teorema de Hahn-Banach
que existe um funcional linear F que prolonga &, isto é

(Fov) ={v), Vve(v),
e
(10) (F,v)y <f(x;v), veX.
Utilizando (As)
(F,v) <P V) <KM)|vl, veX,

implicando que F é continua. Logo, F € X* donde segue de (10) que
F € 0f(x) mostrando que 9f(x) # 0, x € X. &



