O TEOREMA DE SYLVESTER-GALLAI

Palavras-chave: pontos nao-colineares - Sylvester-Gallai - distancia

Introducao e objetivos |

NOosso objetivo é apresentar um teorema pro-

posto por Sylvester em 1893. Comecaremos
com algumas curiosidades acerca do assunto e
em seqguida apresentaremos as ferramentas ne-
cessarias para a compreensao do teorema e sua
demonstracao.

A demonstracao que mostraremos € devida a Le-

roy Milton Kelly.

Metodologia |

Para o0 desenvolvimento desse trabalho adotamos

um livro texto e complementamos o estudo fa-
zendo uso da internet e bibliografias relacionadas.
Semanalmente reunimos um grupo formado por
alunos da graduacao, mestrado e a orientadora

para discussao do tema estudado.

‘ Resultados e discussao |

Em 1893 Sylvester, matematico inglés, propds

um problema em uma coluna de problemas ma-
tematicos. Ainda no mesmo ano, Woodall publica,
em 4 linhas, uma solugao para o problema.
Posteriormente foram encontrados falhas em ar-
gumentos, o0 que tornava a prova incorreta. Apos
muitos anos de esquecimento finalmente, em
1943, Paul Erdos retoma ao problema proposto
por Sylvester e no ano seguinte o matematico
Tibor Gallai mostra, pela primeira vez, que o teo-
rema € valido.

Apos a demonstracao de Gallai muitas outras fo-
ram encontradas utilizando diferentes ferramen-
tas matematicas. Apresentaremos agora uma
prova simples e elaborada que faz uso apenas
de estruturas Euclidianas (axiomas métricos e de
ordem) dada por Kelly.

TEOREMA. Em qualquer configuracao
de n pontos no plano, nem todos numa
mesma reta, existe uma reta que contem
exatamente dois dos pontos.
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Seja P o conjunto de pontos e tome L como 0O
conjunto de TODAS as retas que passam por,
no MINIMO, dois pontos de P. Note que a cada
ponto de P podemos encontrar a distancia dele
a cada reta de L e ainda, como L e P sao fini-
tos temos um numero finito de distancias. En-
tre todos os pares (P,[) com P nao perten-
cente a [, escolha um par (Fp,ly) tal que F
tenha a menor distancia nao nula até [y. De-

note por () o ponto em [y mais proximo de F,.

ofo

AFIRMACAO. Essa reta [y faz o que se quer!
Vamos supor, por absurdo, que nao. Logo, [
contém trés pontos de P e assim, dois deles, P; e
P>, estao no mesmo lado de (.

Assuma P; entre Q e Ps.

Note que podemos construir uma reta [; pas-
sando por Py, e P,. Além disso a distancia de
P; a reta [{ € menor do que a distancia de F,

a ly o que contradiz nossa escolha de [ e F,.

‘ Aplicacao |

PROBLEMA: Sao dados n > 3 pontos no plano,
nem todos colineares. Mostre que sao ne-
cessarios pelo menos n retas para unir todos os

possiveis pares de pontos.

Vamos proceder usando inducao.

) Se n = 3 temos um triangulo. Note que as re-
tas suportes dos trés lados satisfazem nossa

afirmacao.

i) Suponha que é valido para n = k.

i) Agora considere um conjunto 7"de n = k + 1

pontos. Como esses pontos nao estao numa
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mesma reta entao, pelo Teorema de Sylvester-
Gallai existe uma reta que passa por apenas 2
pontos do conjunto. Digamos entao que essa
reta passe pelos pontos A e B do conjunto.
Pelo menos um dos conjuntos T\{A} ou T\{ B}
nao podera ter todos 0s seus k pontos nao co-
lineares.

Assim, pela hipétese de inducao, teremos pelo
menos k retas, assim a afirmacao também é

verdadeira paran = k + 1.

Conclusoes |

O Teorema de Sylvester € verdadeiro para con-

junto finito de pontos em R? mas é falso
gquando tomamos um conjunto infinito de pon-
tos em R", com n > 2 Oou Mesmo um con-
junto enumeravel de pontos. Podemos exempli-
ficar essa observacao utilizando o famoso Plano

de Fano (7 pontos) e o de Mckee (13 pontos).

O teorema também pode ser demonstrado sem
0 uso dos axiomas métricos. Dessa forma, com
esse estudo temos clara a importancia da estru-
tura matematica presente no espaco no qual es-

tamos trabalhando.
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