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Resumo. Esse artigo é fruto de um mini-curso realizado durante o I Simpdsio
Nacional do PICME sobre curvas chamadas curlicues que sdo determinadas a
partir de sequéncias reais. Mostraremos neste trabalho como algumas proprie-
dades das sequéncias estdo relacionadas com propriedades geométricas dessas
curvas. Apresentaremos alguns detalhes das sequéncias do tipo (na) e das cur-
licues determinadas por elas. Em seguida, trataremos das curlicues originadas
a partir de uma construgdo peculiar de sequéncias ndo equidistribuidas.

1. Preliminares

Inicialmente iremos definir um tipo especial de sequéncia real que desempenha um papel
importante no estudo das curlicues.

Definicao 1. Sejam (u,) uma sequéncia de nimeros reais no intervalo [0,1] e a < b
quaisquer tais que [a, b] C [0, 1]. Definimos
#{0<n<N:u, € la,bl}

N

e dizemos que a sequéncia (u,,) é equidistribuida se

Syt =

. [a,b] _
Jim S =1

De forma intuitiva, se uma sequéncia (u,) é equidistribuida no intervalo [0, 1]
entdo dado um elemento arbitrario de (u,,) a probabilidade deste elemento pertencer a um
intervalo I C [0, 1] é igual ao comprimento de /.

De imediato, percebe-se que se uma sequéncia (u,) € equistribuida no intervalo
[0, 1] entdo ela é densa, pois, caso contrario, existiiam = € [0,1] e € > 0 tais que
IN(u,)=¢,comI = (x — €,z +¢). Logo S, = 0 para todo N € N, o que nos
da:

. I
W =0



Contrariando a equidistribuicdo. Observamos também que a reciproca nao é verdadeira.
Vejamos um contraexemplo:

Seja {z} a parte fraciondria e || a parte inteira do ntimero real z, isto é, {x} =
x — |x]. Vamos mostrar que a sequéncia ({In(n)}) é densa mas ndo é equidistribuida.
Como a subsequéncia ({In(2")}) = ({nin(2)}) é do tipo ({na}) com « irracional, segue
que ela é densa (Teorema X a seguir) e portanto ({In(n)}) é densa. Para mostrar que ndo
¢ equidistribuida iremos verificar que

L HOZa< i) e[l 1 1
N—oo GN k k—f—l

Vamos calcular o nimero de elementos da sequéncia ({in(n)}) que estdo no in-

tervalo (7, 3). Denotando 2 = [In(n)] a parte inteira de n(n), obtemos a seguinte
desigualdade:

1 ] 1

:1:+k—+1 < In(n) <x+E

1 1
TR < n < ek

. FE .
Para fazermos a contagem no intervalo e”(e* — e*+1) temos que considerar todos

os valores inteiros x possiveis, que nos dard:

o (e RN 1) (ef —em)
N—oo (e —1)eN  (e—1)
Portanto
o 00 < eV {in(n)} € [t} (e — e) PR
N—o00 eN (6 — ].) k k+1

Logo, a sequéncia ({In(n)}) ndo é equidistribuida.

O teorema a seguir nos fornece uma caracterizagdo para as sequéncias equidistri-
buidas. A sua demonstragio pode ser encontrada em [2].



Teorema 1. (Critério de Weyl) Uma sequéncia (u,) é equidistribuida se, e somente se,
paratodo k € Z \{0}

N
.1 :
AP_I}I;O N E_O exp(2mkiu,) =0

Assim, para entender as propriedades de equidistribuicdo de uma sequencia (u,,)
. . . . N .
é suficiente estimar o tamanho da soma exponencial ) ', exp(27kiu,). Em outras pala-
vras, este critério nos diz que ao fazermos uma sequencia (u,) girar em torno do circulo

unitario no plano complexo % vezes o centroide obtido desses pontos se aproxima da
origem quando k se torna grande.

2. Curlicues

Definicao 2. Seja © = (u,) uma sequéncia de nimeros reais. Chamamos Curlicue a
curva I'(u) = ([0, 00)) tal que:

7(0) = (0,0)
v(n) = S r o exp(2miug) n = 1,2, ... ...
v(t) linearsen <t <mn+1

Deste modo a curlicue € gerada tracando-se segmentos unitrios consecutivos cujo
n-ésimo ponto é determinado a partir do ponto anterior e pelo angulo 27u,, com relagao
a horizontal.

Note que exp(2miu,) = exp(2mi(|u,] + {u,})) = exp(2mi{u,}), assim
¥(un) = v({un}), ou seja, a curlicue gerada por uma sequéncia é igual a curlicue gerada
pela sequéncia das partes fraciondrias de seus termos.

Exemplo 1. A sequéncia (n?m) define a curlicue I'(n?m) cuja imagem no plano complexo
até o comprimento 5000 encontra-se na Figura 1.
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Figura 1. “7 curlicue” — Ts000(n?n)



Na sequéncia trazemos algumas definicdes complementares que nos ajudam a ca-
racterizar as curlicues.

Definicao 3. Seja d(-, ) a distancia euclidiana. Para A C C e € > 0 definimos:

DiamA = sup{d(z,y);z,y € A}

Uma curva I' € dita limitada se DiamI' < oo e ilimitada se DiamI' = oco. A
curlicue I'(n7) € limitada enquanto a curlicue I'(n) € ilimitada.

Definicao 4. (i) Uma curva ilimitada I" é superficial (planar) se

t

im ——— =
t—oo DiamlI’y

Onde I'; € a parte inicial de I' com comprimento ¢.

(77) Uma curva limitada I" é superficial (planar) se

Areal™
im—— =00
e—0 €

OndeI'* = {y;x € ', d(z,y) < €}.

No caso ilimitado entendemos que para a curva ser superficial o seu comprimento
deve apresentar um crescimento “mais rdpido” do que o seu didmetro. J& para o caso
limitado a drea do conjunto ' deve manter-se suficientemente maior do que o € quando
este tende a zero.

Teorema 2. Uma sequéncia (u, ) é equidistribuida se, e somente se, o curlicue I'(qu,,) é
planar para cada inteiro positivo q.

Prova: Seja v = (u,) uma sequéncia de nimeros reais, e para todo inteiro positivo ¢

considere
n—1

zn(q) = Z exp(2miquy,)

k=0
Suponha incialmente que T'(qu) é superficial, para todo ¢ € Z™. Feito isso, anali-
saremos os casos quando I'(qu) é limitada e ilimitada.

Para o caso limitado, temos que

12,(q)| < DiamI',(qu) (%)

lim DiamT,(qu)

n—oo n

=0



Para o caso ilimitado, também vale (x), e por hipétese

n

limp oo =
Hhn= DiamI,,(qu) >
€ portanto
Diaml',
L, 2ty
n

Logo, o limite acima é valido em ambos os casos. Segue entdo, da desigualdade (x), que

RS 1))
n
O que implica, pelo Critério de Weyl, que (u,,) é equidistribuida.

Supondo agora que (u,,) é equidistribuida temos que, pelo critério de Weyl, para
todo ¢ € Z*

fim e 2O g
n

E ficil ver que

DiamI’ <9 .
iamI, (qu) < Ofgggnm@\

Isto é, para o n = k tal que temos o maximo |z,(q)|, ao envolvermos a curlicue
com uma circunferéncia de raio |z;(q)|, ela conterd toda curlicue em seu interior. E uma
vez que

maXo<k<n |Zk<9)‘

13m0 =0
n
temos
Diaml’,
lim,,o 2l _
n

Que ¢ equivalente a definicdo de curva superficial para o caso ilimitado.

Resta agora mostrar para o caso limitado. Para tal, basta mostrar que qualquer
sequéncia que possua infinitos termos com parte fraciondria diferentes determinam uma
curva superficial.

Seja a(.) o conteddo unidimensional de Minkowski e 7(.) a medida unidimensio-
nal de Hausdorff para conjuntos planos. No caso unidimensional para curvas reficdveis,
que € o caso das curlicues, ambos coincidem. Mas, escolhendo k,, de modo que pelo
menos n dos uy, € {uo, ..., u,_1} sdo diferentes, entdo:

T(Tk,) >n= a(l') > a(l'y,) = 7(y,) > n.

Quando n — oo temos que «(I") = oco. Como, neste caso,



Areal™
im =

e—0 €

a curva [' € superficial.

3. Sequéncia na

Iremos agora nos concentrar nas curlicues determinadas por sequéncias do tipo (na).
Quando {a} € Q\{0} a curlicue é um poligono regular. Para « irracional a curlicue estd
contida em um anel cujos raios sado:

|cot(mar)| 1
Rin = T4 Rex = . 7
! 2 "7 2 sin(ma)|
e seu centro tem coordenadas
1 |cot(ma)|
C=|-,—~
(2’ 2

Teorema 3. Se o € R\Q entdo a sequéncia (n«) é equidistribuida no intervalo [0, 1].

Prova: Uma vez que « € irracional temos que exp(2mika) # 1 para todo k € Z\{0}.
Assim, podemos escrever

exp(2mika)(exp(2mikNa) — 1)
exp(2mika) — 1

N
Z exp(2mikna) =

n=1

Tomando o médulo e aplicando a desigualdade triangular

N :
: exp(2mikNa) — 1 2
2mik =
;exp( mikna) exp(2mika) — 1 | = |exp(2mika) — 1
Dividindo por N, e tomando o limite com N — oo
‘25:1 exp(ZWikna)’ 9
li < i =0
N0 N = Noeo N |(exp(2mikna)|
Logo,
N
]\}1_{1;0 Zl exp(2mikna) = 0.

Portanto, pelo critério de Weyl, (n«) é equidistribuida para « irracional. |



7oL

=
=

==
222

7%

T

==

—
SSTE

==
=S

S
I

oS

s
s

=3

e
S

Figura 2. INT (0177,) e Flgo(nﬂ)
4. Inserindo Sequéncias Constantes

Uma maneira facil de construirmos sequéncias que nao sao equidistribuidas €, a partir de
uma sequéncia a,, equidistribuida, considerar uma sequéncia b,, da seguinte forma

bgnzo

b2n+1 = Up
ou seja, b, = (0,a4,0,as,0,...).

=z N e . a—L g4l
Dessa forma (b,,) ndo é uma sequéncia equidistribuida, pois S](V #ts) > %

VN € N.

O exemplo acima nos motivou a estudar o comportamento das curlicues associa-
das a sequéncias (b,,) dadas por:

b

bpn+kzck7 k2071727"'7p_2 (1)

bpn+p—1 = Qnp (2)

onde 2 < p € N, ¢, € R sdo constantes e a,, sdo os termos de uma sequéncia equi-
distribuida. Dessa forma, inserimos p — 1 sequéncias constantes em uma sequéncia (a,,)
equidistribuida.

Exemplo 2. Considere a,, = nm e b,, dada por:

1
b3n+1 — Z
b3n+2 = Qp

Assim, (b,) = (0,1/4,a0,0,1/4,a4,...).



Figura 3. Flgo(nﬂ') e FllO(bn)

Exemplo 3. Considere a,, = nm e b,, dada por:

bin, =0

1

bant1 = 3
2

b4n+2 - g
b4n+3 = Qp
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Figura 4. T'500(by,)



Definicao 5. Seja (u,,) uma sequéncia real. A dire¢ao do curlicue I'(u,,) é definida pelo

vetor

v(u,) = lim il

quando este existe € € ndo nulo. Onde

N
Sy = Z exp(2miuy,).

n=0
Teorema 4. Se (b,,) é uma sequéncia dada pelas equacdes (1) e (2) acima, entdo
(1) A sequéncia (b,) ndo é equidistribuida.

(77) A diregdo do curlicue I'(b,,) serd a do vetor:

iS
]

v = exp(2micy)
0

B
Il

caso este seja nao nulo.

Prova:
(i) Seja wg = {co}. Tome 0 < € < 5 e note que glromemoted > 5 VN € Nassim
limpy 00 Sﬁo_e’zﬁe) > % > 2¢ e portanto ndo € equidistribuida.

(7) Supomos entdo que foram inseridas p — 1 subsequéncias constantes, com
p € N, de modo que a sequéncia b,, seja construida do modo apresentado anteriormente.
Sem perca de generalidade, facamos N = kp, com k € Z*. Logo, temos:

o Tagexp(2miby) Y exp(2mib,)
N—o0 N k—o00 kp

Comn =0,1,2,...,pk, cada um dos ¢, com k = 0,1,...,p — 2 aparece pelo menos k
vezes na soma exponencial, bem como os k primeiros termos da a,, inicial, que € suposta
equidistribuida, temos o seguinte:

Y SOPE exp(2miby,) Y kexp(2micy) + . .. + kexp(2mic, o) + Y21 exp(2riay)
im = lim

i k Z;’;g exp(2mic;) + YF 4 exp(2riay,)
~ lim (Z?‘S exp(27ic;) N S exp(27rian)>

P pk

k—o0

_ ?;(2) exp(2mic;) - lim S L exp(2miay,)
p k—o0 pk)




Uma vez que € a,, € equidistribuida o dltimo limite acima é zero pelo Critério de Weyl.
Temos entao )
Sy U_o exp(2mic;)

Nooco N P
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