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Resumo. Esse artigo é fruto de um mini-curso realizado durante o I Simpósio
Nacional do PICME sobre curvas chamadas curlicues que são determinadas a
partir de sequências reais. Mostraremos neste trabalho como algumas proprie-
dades das sequências estão relacionadas com propriedades geométricas dessas
curvas. Apresentaremos alguns detalhes das sequências do tipo (nα) e das cur-
licues determinadas por elas. Em seguida, trataremos das curlicues originadas
a partir de uma construção peculiar de sequências não equidistribuidas.

1. Preliminares
Inicialmente iremos definir um tipo especial de sequência real que desempenha um papel
importante no estudo das curlicues.
Definição 1. Sejam (un) uma sequência de números reais no intervalo [0, 1] e a < b
quaisquer tais que [a, b] ⊂ [0, 1]. Definimos

S
[a,b]
N =

#{0 ≤ n ≤ N : un ∈ [a, b]}
N

e dizemos que a sequência (un) é equidistribuida se

lim
N→∞

S
[a,b]
N = b− a

De forma intuitiva, se uma sequência (un) é equidistribuida no intervalo [0, 1]
então dado um elemento arbitrário de (un) a probabilidade deste elemento pertencer a um
intervalo I ⊂ [0, 1] é igual ao comprimento de I .

De imediato, percebe-se que se uma sequência (un) é equistribuı́da no intervalo
[0, 1] então ela é densa, pois, caso contrário, existiriam x ∈ [0, 1] e ε > 0 tais que
I ∩ (un) = φ, com I = (x − ε, x + ε). Logo SIN = 0 para todo N ∈ N, o que nos
dá:

lim
N→∞

SIN = 0



Contrariando a equidistribuição. Observamos também que a recı́proca não é verdadeira.
Vejamos um contraexemplo:

Seja {x} a parte fracionária e bxc a parte inteira do número real x, isto é, {x} =
x − bxc. Vamos mostrar que a sequência ({ln(n)}) é densa mas não é equidistribuida.
Como a subsequência ({ln(2n)}) = ({nln(2)}) é do tipo ({nα}) com α irracional, segue
que ela é densa (Teorema X a seguir) e portanto ({ln(n)}) é densa. Para mostrar que não
é equidistribuı́da iremos verificar que

lim
N→∞

#{0 ≤ n < eN : {ln(n)} ∈ [ 1
k+1

, 1
k
]}

eN
6= 1

k
− 1

k + 1

Vamos calcular o número de elementos da sequência ({ln(n)}) que estão no in-
tervalo ( 1

k+1
, 1
k
). Denotando x = bln(n)c a parte inteira de ln(n), obtemos a seguinte

desigualdade:

x+
1

k + 1
< ln(n) < x+

1

k

ex+
1

k+1 < n < ex+
1
k

Para fazermos a contagem no intervalo ex(e
1
k − e

1
k+1 ) temos que considerar todos

os valores inteiros x possı́veis, que nos dará:

N−1∑
x=0

ex(e
1
k − e

1
k+1 ) =

(eN − 1)

e− 1
(e

1
k − e

1
k+1 )

Aplicando o limite, teremos

lim
N→∞

(e
1
k − e

1
k+1 )(eN − 1)

(e− 1)eN
=

(e
1
k − e

1
k+1 )

(e− 1)

Portanto

lim
N→∞

#{0 ≤ n < eN : {ln(n)} ∈ [ 1
k+1

, 1
k
]}

eN
=

(e
1
k − e

1
k+1 )

(e− 1)
6= 1

k
− 1

k + 1

Logo, a sequência ({ln(n)}) não é equidistribuı́da.

�

O teorema a seguir nos fornece uma caracterização para as sequências equidistri-
buidas. A sua demonstração pode ser encontrada em [2].



Teorema 1. (Critério de Weyl) Uma sequência (un) é equidistribuida se, e somente se,
para todo k ∈ Z \{0}

lim
N→∞

1

N

N∑
n=0

exp(2πkiun) = 0

Assim, para entender as propriedades de equidistribuição de uma sequencia (un)
é suficiente estimar o tamanho da soma exponencial

∑N
n=0 exp(2πkiun). Em outras pala-

vras, este critério nos diz que ao fazermos uma sequencia (un) girar em torno do cı́rculo
unitário no plano complexo k vezes o centroide obtido desses pontos se aproxima da
origem quando k se torna grande.

2. Curlicues

Definição 2. Seja u = (un) uma sequência de números reais. Chamamos Curlicue à
curva Γ(u) = γ([0,∞)) tal que:

γ(0) = (0, 0)

γ(n) =
∑n−1

k=0 exp(2πiuk) n = 1, 2, . . . ...

γ(t) linear se n ≤ t ≤ n+ 1

Deste modo a curlicue é gerada traçando-se segmentos unitários consecutivos cujo
n-ésimo ponto é determinado a partir do ponto anterior e pelo ângulo 2πun com relação
a horizontal.

Note que exp(2πiun) = exp(2πi(bunc + {un})) = exp(2πi{un}), assim
γ(un) = γ({un}), ou seja, a curlicue gerada por uma sequência é igual a curlicue gerada
pela sequência das partes fracionárias de seus termos.

Exemplo 1. A sequência (n2π) define a curlicue Γ(n2π) cuja imagem no plano complexo
até o comprimento 5000 encontra-se na Figura 1.

Figura 1. “π curlicue” − Γ5000(n2π)



Na sequência trazemos algumas definições complementares que nos ajudam a ca-
racterizar as curlicues.

Definição 3. Seja d(·, ·) a distância euclidiana. Para A ⊂ C e ε > 0 definimos:

DiamA = sup{d(x, y);x, y ∈ A}

Uma curva Γ é dita limitada se DiamΓ < ∞ e ilimitada se DiamΓ = ∞. A
curlicue Γ(nπ) é limitada enquanto a curlicue Γ(n) é ilimitada.

Definição 4. (i) Uma curva ilimitada Γ é superficial (planar) se

lim
t→∞

t

DiamΓt
=∞

Onde Γt é a parte inicial de Γ com comprimento t.

(ii) Uma curva limitada Γ é superficial (planar) se

lim
ε→0

AreaΓε

ε
=∞

Onde Γε = {y;x ∈ Γ, d(x, y) < ε}.

No caso ilimitado entendemos que para a curva ser superficial o seu comprimento
deve apresentar um crescimento “mais rápido” do que o seu diâmetro. Já para o caso
limitado a área do conjunto Γε deve manter-se suficientemente maior do que o ε quando
este tende a zero.

Teorema 2. Uma sequência (un) é equidistribuida se, e somente se, o curlicue Γ(qun) é
planar para cada inteiro positivo q.

Prova: Seja u = (un) uma sequência de números reais, e para todo inteiro positivo q
considere

zn(q) =
n−1∑
k=0

exp(2πiquk)

Suponha incialmente que Γ(qu) é superficial, para todo q ∈ Z+. Feito isso, anali-
saremos os casos quando Γ(qu) é limitada e ilimitada.

Para o caso limitado, temos que

|zn(q)| ≤ DiamΓn(qu) (∗)

lim
n→∞

DiamΓn(qu)

n
= 0



Para o caso ilimitado, também vale (∗), e por hipótese

limn→∞
n

DiamΓn(qu)
=∞

e portanto

limn→∞
DiamΓn(qu)

n
= 0

Logo, o limite acima é válido em ambos os casos. Segue então, da desigualdade (∗), que

limn→∞
|zn(q)|
n

= 0

O que implica, pelo Critério de Weyl, que (un) é equidistribuida.

Supondo agora que (un) é equidistribuı́da temos que, pelo critério de Weyl, para
todo q ∈ Z+

limn→∞
|zn(q)|
n

= 0.

É fácil ver que

DiamΓn(qu) ≤ 2 max
0≤k<n

|zk(q)|.

Isto é, para o n = k tal que temos o máximo |zn(q)|, ao envolvermos a curlicue
com uma circunferência de raı́o |zk(q)|, ela conterá toda curlicue em seu interior. E uma
vez que

limn→∞
max0≤k<n |zk(q)|

n
= 0

temos

limn→∞
DiamΓn(qu)

n
= 0

Que é equivalente à definição de curva superficial para o caso ilimitado.

Resta agora mostrar para o caso limitado. Para tal, basta mostrar que qualquer
sequência que possua infinitos termos com parte fracionária diferentes determinam uma
curva superficial.

Seja α(.) o conteúdo unidimensional de Minkowski e τ(.) a medida unidimensio-
nal de Hausdorff para conjuntos planos. No caso unidimensional para curvas reficáveis,
que é o caso das curlicues, ambos coincidem. Mas, escolhendo kn, de modo que pelo
menos n dos uk ∈ {u0, . . . , ukn−1} são diferentes, então:

τ(Γkn) ≥ n =⇒ α(Γ) ≥ α(Γkn) = τ(Γkn) ≥ n.

Quando n→∞ temos que α(Γ) =∞. Como, neste caso,



lim
ε→0

AreaΓε

ε
= 2α(Γ) =∞

a curva Γ é superficial.

�

3. Sequência nα

Iremos agora nos concentrar nas curlicues determinadas por sequências do tipo (nα).
Quando {α} ∈ Q\{0} a curlicue é um polı́gono regular. Para α irracional a curlicue está
contida em um anel cujos raios são:

Rint =
|cot(πα)|

2
, Rext =

1

2 |sin(πα)|

e seu centro tem coordenadas

C =

(
1

2
,
|cot(πα)|

2

)

Teorema 3. Se α ∈ R\Q então a sequência (nα) é equidistribuida no intervalo [0, 1].

Prova: Uma vez que α é irracional temos que exp(2πikα) 6= 1 para todo k ∈ Z\{0}.
Assim, podemos escrever

N∑
n=1

exp(2πiknα) =
exp(2πikα)(exp(2πikNα)− 1)

exp(2πikα)− 1

Tomando o módulo e aplicando a desigualdade triangular∣∣∣∣∣
N∑
n=1

exp(2πiknα)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣exp(2πikNα)− 1

exp(2πikα)− 1

∣∣∣∣ ≤ 2

|exp(2πikα)− 1|

Dividindo por N , e tomando o limite com N →∞

lim
N→∞

∣∣∣∑N
n=1 exp(2πiknα)

∣∣∣
N

≤ lim
N→∞

2

N |(exp(2πiknα)|
= 0

Logo,

lim
N→∞

N∑
n=1

exp(2πiknα) = 0.

Portanto, pelo critério de Weyl, (nα) é equidistribuida para α irracional. �



Figura 2. Γ10(0.1n) e Γ120(nπ)

4. Inserindo Sequências Constantes

Uma maneira fácil de construirmos sequências que não são equidistribuidas é, a partir de
uma sequência an equidistribuida, considerar uma sequência bn da seguinte forma

b2n = 0

b2n+1 = an

ou seja, bn = (0, a1, 0, a2, 0, ...).

Dessa forma (bn) não é uma sequência equidistribuı́da, pois S
(x− 1

5
,x+ 1

5
)

N ≥ 1
2
,

∀N ∈ N.

O exemplo acima nos motivou a estudar o comportamento das curlicues associa-
das à sequências (bn) dadas por:

bpn+k = ck, k = 0, 1, 2, . . . , p− 2 (1)

bpn+p−1 = an (2)

onde 2 ≤ p ∈ N, ck ∈ R são constantes e an são os termos de uma sequência equi-
distribuida. Dessa forma, inserimos p − 1 sequências constantes em uma sequência (an)
equidistribuı́da.

Exemplo 2. Considere an = nπ e bn dada por:

b3n = 0

b3n+1 =
1

4
b3n+2 = an

Assim, (bn) = (0, 1/4, a0, 0, 1/4, a1, . . .).



Figura 3. Γ120(nπ) e Γ110(bn)

Exemplo 3. Considere an = nπ e bn dada por:

b4n = 0

b4n+1 =
1

3

b4n+2 =
2

3

b4n+3 = an

Assim, (bn) = (0, 1/3, 2/3, a0, 0, 1/3, 2/3, a1, . . .).

Figura 4. Γ500(bn)



Definição 5. Seja (un) uma sequência real. A direção do curlicue Γ(un) é definida pelo
vetor

v(un) = lim
N→∞

SN
N

quando este existe e é não nulo. Onde

SN =
N∑
n=0

exp(2πiun).

Teorema 4. Se (bn) é uma sequência dada pelas equações (1) e (2) acima, então

(i) A sequência (bn) não é equidistribuida.

(ii) A direção do curlicue Γ(bn) será a do vetor:

v =

p−2∑
k=0

exp(2πick)

caso este seja não nulo.

Prova:

(i) Seja x0 = {c0}. Tome 0 < ε < 1
2p

e note que S(x0−ε,x0+ε)
N ≥ 1

p
∀N ∈ N assim

limN→∞ S
(x0−ε,x0+ε)
N ≥ 1

p
> 2ε e portanto não é equidistribuida.

(ii) Supomos então que foram inseridas p − 1 subsequências constantes, com
p ∈ N, de modo que a sequência bn seja construı́da do modo apresentado anteriormente.
Sem perca de generalidade, façamos N = kp, com k ∈ Z+. Logo, temos:

lim
N→∞

∑N
n=0 exp(2πibn)

N
= lim

k→∞

∑pk
n=0 exp(2πibn)

kp

Com n = 0, 1, 2, . . . , pk, cada um dos ck, com k = 0, 1, . . . , p− 2 aparece pelo menos k
vezes na soma exponencial, bem como os k primeiros termos da an inicial, que é suposta
equidistribuı́da, temos o seguinte:

lim
k→∞

∑pk
n=0 exp(2πibn)

pk
= lim

k→∞

k exp(2πic0) + . . .+ k exp(2πicp−2) +
∑k−1

n=0 exp(2πian)

pk

= lim
k→∞

k
∑p−2

j=0 exp(2πicj) +
∑k−1

n=0 exp(2πian)

pk

= lim
k→∞

(∑p−2
j=0 exp(2πicj)

p
+

∑k−1
n=0 exp(2πian)

pk

)

=

∑p−2
j=0 exp(2πicj)

p
+ lim

k→∞

∑k−1
n=0 exp(2πian)

pk



Uma vez que é an é equidistribuı́da o último limite acima é zero pelo Critério de Weyl.
Temos então

lim
N→∞

SN
N

=

∑p−2
j=0 exp(2πicj)

p

�
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