Projeto de mini-curso para a XVII Escola de Geometria Diferencial

Por: lon Moutinho Gongalves

Titulo: Geometria Diferencial do Espaco Hiperbolico

Introducéo:

Este € um projeto para um estudo do espaco hiperbolico no contexto da
Geometria Diferencial. A ideia & escolher um modelo adequado para o espaco
hiperbdlico, introduzir um sistema de coordenadas e utilizar os métodos do Célculo.
Mais precisamente, a Geometria Diferencial sera utilizada para estudar superficies do
espaco hiperbdlico. Assim, o estudo apresentado sera analogo ao estudo das superficies
do R.

Um dos interesses deste estudo é mostrar como que uma mesma técnica pode ser
aplicada em espacos tdo diferentes. Contudo, também utilizaremos a Geometria
diferencial para evidenciar algumas diferencas importantes entre o espago Euclidiano e

o hiperbodlico.

As superficies de rotacdo terdo atencdo especial. Um dos resultados principais
que ser4 mostrado no mini-curso € o que garante a existéncia de uma infinidade de
superficies minimas de rotacdo no espacgo hiperbodlico, fato que contrasta com o caso

Euclidiano.

Outro assunto de destaque € a decomposicdo do espaco hiperbdlico por uma
representaco que generaliza a nogdo de coordenadas esféricas e cilindricas do R®. Esta
decomposic¢éo serd formalizada no final do curso como o conceito de produto warped.

Objetivos:

A. Apresentar um estudo de Geometria Diferencial de carater elementar, para alunos de
mestrado e graduacdo. O propdsito aqui é apresentar um estudo intermediario, entre

0 estudo das superficies do R® e 0 da Geometria Riemanniana.

B. Introduzir um estudo de Geometria Diferencial para o espaco hiperbdlico, definindo

um sistema de coordenadas, através do modelo do semi-espaco de Poincaré, H®,



uma nocdo de métrica que generaliza a nocdo de produto interno para espaco

vetorial e a nogéo de derivada covariante.

. Apresentar um estudo bastante didatico, pois este sera desenvolvido num ambiente
desprovido de uma estrutura de espaco vetorial. Por exemplo, a nocdo de derivada
covariante em uma superficie do R® é definida pela projecdo ortogonal da derivada
de R® obtida pela estrutura de espaco vetorial. No caso do modelo escolhido para
H°, esta idéia ndo pode ser reproduzida, é preciso empregar uma idéia um pouco
mais geral e que posteriormente sera util para as variedades diferenciaveis (esta é

uma das razdes para a escolha de tal modelo).

Ainda existe outro aspecto particular que deve tornar o estudo especialmente
didatico. O modelo de H* escolhido é descrito por um sistema de coordenadas de
uma carta s6, a aplicacdo i: U = R®* - H? i(x) = x, para todo x € U, onde U = {(x, y,
z) € R® |z > 0}. Assim, ainda tendo que respeitar os mesmos cuidados que um

estudo com variedades, pois 0 modelo escolhido para H* ndo possui uma estrutura
de espaco vetorial compativel, este estudo serd feito de forma bem mais simples,

pois ndo sera preciso se preocupar com a questdo da mudanca de cartas de um atlas.

. Desenvolver um estudo analogo ao que normalmente se faz para as superficies do
R®. Contudo, a analogia obtida na conceituagdo e em varios resultados néo é
completa. Por exemplo, sera visto que, em H3 é possivel se obter superficies
completas de curvatura Gaussiana constante para qualquer constante, mesmo

negativa, ou que existem cones completos.

Desenvolver a percepcdo de um estudo de natureza intrinseca e sem o apoio de uma
estrutura linear externa. Esta caracteristica sera trabalhada na introducdo da nocéo

de derivada covariante para H®.

Definir sistemas de coordenadas que generalizam as coordenadas esféricas e
cilindricas do R®. Em particular, propor uma nog&o alternativa de decomposicéo do
H?, uma vez que ndo é possivel definir um sistema de coordenadas cartesianas no
espaco hiperbdlico. Este é outro trabalho de carater didatico e visa uma preparacao

para um futuro estudo da nogéo de produto warped.

. Definir e estudar as superficies de rotacdo e os cones do espaco hiperbdlico. Este
estudo em H® é bem rico, pois é possivel generalizar a nogdo de superficie de

rotacdo de 3 maneiras.



H. Estimular o aluno a formular perguntas e pesquisar sobre Geometria Diferencial. O

texto ird mostrar (com fatos provados e com exemplos) como algumas idéias séo
analogas ao caso Euclidiano, mas também mostrard que podem existir diferencas.
Assim, o estudante sera motivado em varios momentos, como exercicio, a verificar

se determinado fato conhecido sobre superficies de R* também é vélido para H®.

Criar perspectivas de novos estudos em Geometria Diferencial para o aluno que esta

iniciando na pesquisa matematica.

Proposta de Conteudo:

1.

Definicdo do modelo do semi-espaco de Poincaré, de curvas diferenciaveis, de
espaco tangente em cada ponto de H® e de produto interno em cada espaco tangente
(produto interno induzido pela estrutura de Geometria Hiperbélica). Angulo entre

curvas geodésicas.

Definicdo de comprimento de curva e de derivada covariante em H°®. Verificacio de
que as retas hiperbolicas sdo geodésicas e que minimizam distancia. Verificacdo de
que os planos hiperbdlicos sdo superficies totalmente geodésicas com curvatura
Gaussiana —1. Conceitos basicos de um estudo de superficies, como aplicacdo de
Gauss, curvaturas principais e direcGes principais, curvatura de Gauss e curvatura

média, etc.. Determinacdo das superficies umbilicas de H®.
Sistemas de coordenadas esféricas e cilindricas em H®. Decomposicdes de H°.

Definicdo e analise das superficies de rotacdo e dos cones. Determinacdo das curvas
de rumo de uma superficie de rotacdo e da projecdo de Mercator (é possivel navegar

no espaco hiperbolico?). Estudo de superficies de rotacdo minimas.

Perspectivas: Extensdo do estudo para o espaco esférico. Formalizacdo da nocdo de
coordenadas esféricas e cilindricas através da nocéo de produto warped. Extenséo
do estudo das superficies de rotacdo através das isometrias de H*. Extensdo da
nocdo de superficies de rotacdo e de cones para as formas espaciais de dimenséo
maior do que 3. Listagem de artigos de pesquisa relativamente recentes que lidam

com objetos tratados neste curso.



Observacdo: Como esta € uma proposta de um mini-curso para um evento curto e existe
uma preocupacdo com o aspecto didatico do texto, pode ser necessario alterar alguma
parte do conteldo proposto em funcdo de eventual exagero no volume do material

escrito.

Beneficios esperados:

1. Desenvolver um uma intuicdo mais adequada para um futuro estudo da Geometria

Riemanniana.

2. Reviséo dos principais conceitos que normalmente sdo vistos em um curso de

Geometria Diferencial das superficies do R®.

3. Deixar o estudante mais bem preparado para um futuro estudo das variedades

diferenciaveis.

4. Deixar 0 aluno mais motivado para se especializar na Area de Geometria

Diferencial.
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