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Resumo

Neste trabalho revisitamos as conicas, estudadas hd mais de dois mil anos desde a Grécia Antiga com os
trabalhos de Aplonio de Perga. Nosso objetivo é, sob certas condigoes, estabelecer um conceito de conica gene-
ralizada como o lugar geométrico dos pontos equidistantes a dois subconjuntos do plano. Nossa abordagem ¢ a
proposta em (PONCE M.; SANTIBanEZ, |2014). Em especial, nos interessa como algumas propriedades parti-
culares das parabolas podem ser traduzidas, de forma natural, para o conjunto equidistante de uma reta e um
subconjnto nao vazio do plano, que é convexo, compacto e nao intersecta a reta. Estudamos o comportamento
assintdtico do que chamamos de pardbola generalizada, bem como suas propriedades reflexivas. Igualmente
importante é a convexidade. De fato a regido do plano delimitada por qualquer cénica ndo degenerada é um
conjunto convexo. Motzkin em (MOTZKIN| [1935) apresenta uma caracterizagdo para subconjuntos fechados
e convexos de R™ em termos da fungdo distancia associada. Apresentamos uma prova construtiva da diferen-
ciabilidade da fungdo distancia de um subconjunto fechado e convexo do plano, exibindo explicitamente seu
gradiente. Como aplicagdo, mostramos que o conjunto equidistante entre dois subconjuntos disjuntos do plano,
que séo néo vazios, convexos e fechados, é de classe C*.

1 Introducao

Estudadas hd mais de dois mil anos, as conicas eram vistas pelos gedmetras da Grécia Antiga como a forma
obtida da intersecao de um plano e um cone duplo. Com o surgimento da geometria analitica introduzida por
Descartes a caracterizagdo de uma conica por seus focos e sua diretriz tornou-se bastante natural. Uma belissima
construgao, por vezes referida como ‘esferas de Dandelin’ permite estabelecer uma conexao entre as duas visoes.
Certamente, o estudo das conicas proporcionou diversos avangos no desenvolvimento da Matematica, e da ciéncia
em geral. E atribuido & Kepler como resultado de suas observagoes astronémicas que a trajetoria descrita pelo
movimento dos planetas é uma elipse, resultado posteriormente provado por Newton através de sua Lei de Atracao
Gravitacional. As conicas estiveram presentes também no desenvolvimento da Geometria Projetiva e dao luz a
resultados bonitos e interessantes ainda hoje estudados em areas relativamente recentes da Matemética como a
Geometria Algébrica, onde uma conica é definida como o conjunto de zeros de um polindémio homogéneo de grau
dois.

No presente trabalho, porém, nos interessa uma caracterizacao das conicas um tanto quanto mais descritiva e
que surge no seguinte contexto: Em um espago métrico (#, d) queremos estudar aqueles conjuntos cujos elementos
sao os pontos de .Z que estdo a igual distancia de dois subconjuntos nao vazios de .# fixados. Tais conjuntos sao
chamados de conjuntos equidistantes. No plano Euclidiano, R? munido da métrica usual, sabemos, por exemplo,
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que uma parabola é o conjunto dos pontos do plano a igual distancia de um ponto fixado, seu foco, e de uma reta
fixada, sua diretriz. Em geral, toda conica nao degenerada pode ser vista como o conjunto equidistante de dois
circulos, se admitirmos os casos limites de um ponto e uma reta. Note que encontrar o conjunto equidistante de
dois circulos é resolver o problema de determinar todos os circulos que sao tangentes a estes dois circulos fixados.
Isto nos da, em certo sentido, uma caracterizacao dinamica das conicas. Por exemplo, se um circulo que se move
é tangente a uma reta fixada (diretriz) e também passa por um ponto fixado, que néo estd na reta (foco), entao
o lugar geométrico descrito pela trajetéria de seu centro é uma parabola. De fato se trocarmos um ponto por um
circulo, o conjunto equidistante obtido é também uma parabola. Intuitivamente isto ocorre porque se olhamos para
os dois conjuntos, a reta e o circulo, de um ponto no infinito, entao o que veremos é um ponto e uma reta. Nosso
objetivo é formalizar esta ideia e adapta-la ao caso em que o “conjunto foco” é um um subconjnto nao vazio do
plano, que é convexo e compacto. O conjunto equidistante obtido serd o que chamamos de parabola generalizada.
E claro que precisamos justificar o conceito de pardbola generalizada. Veremos que as pardbolas generalizadas
possuem algumas propriedades geométricas comuns as pardbolas “classicas”.

E bem conhecido o suposto fato de que Arquimedes, usando a luz solar e espelhos, teria destruido uma frota de
barcos romanos em Siracusa. O que nao é mito é o fato de as conicas possuirem propriedades reflexivas largamente
utilizadas em receptores de sinais e instrumentos épticos, por exemplo. Sabemos que se um feixe de luz incide para-
lelamente ao eixo de um espelho parabdlico, entdo este é refletido passando pelo foco do espelho e, reciprocamente,
se a luz incide sobre o foco, entdo esta é refletida paralelamente ao eixo. Mostraremos que as parabolas generaliza-
das, cujos “conjuntos foco” sao conjuntos convexos, partilham desta propriedade. Especificamente, vamos mostrar
que qualquer feixe de luz perpendicular & diretriz da parabola generalizada, ou seja, paralela ao eixo, é refletido
passando pelo ponto do “conjunto foco” onde o ponto de reflexao realiza sua distancia. Neste caso, mostramos
também que a parabola generalizada obtida é convexa.

De fato convexidade é uma propriedade importante que estudamos, pois, em particular, a regiao do plano
delimitada por qualquer conica nao degenerada é um conjunto convexo. E possivel caracterizar um subconjunto
fechado e convexo de R™ em termos da fungdo distancia ao préprio conjunto (MOTZKIN| [1935). Apresentamos
uma prova construtiva da diferenciabilidade da fungao distancia de um subconjunto fechado e convexo do plano.
Em particular, mostramos que o conjunto equidistante entre dois subconjuntos disjuntos do plano, que sao nao
vazios, convexos e fechados, é de classe C'. Isto nos diz que as pardbolas generalizadas sdo pelo menos de classe
C'. Por outro lado, uma caracteristica das pardbolas cldssicas que nos interessa, vistas como graficos de funcoes
quadraticas, é o fato de fungoes quadraticas possuirem primeira derivada ilimitada. A reta tangente em cada ponto
da parabola cada vez mais se aproxima de uma reta perpendicular ao eixo das abscissas a medida que nos afastamos
da origem. E natural, portanto, estudar o comportamento assintético das parabolas generalizadas. Mostraremos
que toda parabola generalizada é assintética a uma parabola classica.

Esta ideia de estabelecer um conceito de conica generalizada proposta em (PONCE M.; SANTIBAnEZ, [2014)),
usando o fato de que as coOnicas cldssicas (ndo degeneradas) podem ser vistas como os conjuntos equidistantes
de dois circulos, nos diz que para conhecermos o comportamento do conjunto equidistante de dois subconjuntos
disjuntos do plano, que sao nao vazios, e com algumas propriedades topoldgicas, é suficiente olharmos para os
conjuntos de um ponto no infinito. Quando os dois conjuntos sdo conexos e compactos é possivel mostrar, (PONCE
M.; SANTIBanEZ|, |2014), que o conjunto equidistante é assintético ao ramo de uma hipérbole, uma vez que
no infinito estd suficientemente proximo de duas retas. Portanto, tem sentido também o conceito de hipérbole
generalizada. E também discutido em (PONCE M.; SANTIBAnEZ, [2014) uma possivel generalizagao para elipses.

2 Definicoes

O objetivo desta segao é estabelecer alguns conceitos e notagoes que serao fundamentais no desenvolvimento
deste trabalho. Procuramos motivar o estudo dos conjuntos equidistantes e estudamos as principais propriedades
da fungdo distancia a um conjunto, o que naturalmente nos leva a caracterizagao, atribuida a Motzkin (MOTZKIN]|
1935)), dos subconjuntos fechados e convexos do plano. Apoiados nesta caracterizacdo apresentamos uma prova da
diferenciabilidade da funcao distancia de um subconjunto fechado e convexo do plano, que faz uso de argumentos
geométricos bastante simples, mas bonitos. Este resultado nos serd particularmente 1itil na préxima segao, onde
buscamos estabelecer certas propriedades a cerca do que chamamos de pardbola generalizada.

Ao longo do texto por vezes temos mencionado a palavra equidistante, & igual distancia. Se queremos tornar
precisa a defini¢ao de conjunto equidistante, entao sob o ponto de vista formal, o ambiente em que iremos trabalhar
é a estrutura de espaco métrico. No que segue, portanto, o espaco subjacente serd R? munido da métrica usual,
que por vezes sera referido simplesmente como plano.

E igualmente importante estabelecermos a ideia de distancia entre conjuntos. Dados dois subconjuntos do plano
A e B, definimos a distancia entre A e B, que denotamos por d(A, B), como sendo o infimo das distancias entre os
elementos de A e B. De forma precisa,

d(A, B) = inf{|la —b|;a € A,b € B}

Em particular, se A = {a} é um ponto do plano, entdo temos bem definida a distancia de um ponto a um conjunto.



Note ainda que d(A, B) = d(A, B). De fato, como A C A e B C B, entdo d(A, B) < d(A, B). Por outro lado, dados
a € Aeb € B existem sequéncias {a,} C A e {b,} C B tais que lima,, = a e limb,, = b. Logo, lim |a,, —b,| = |a—|
e, portanto, dado € > 0, existe N € N tal que para cada n > N tem-se |a,, — b,| < |a — b|] + €, 0 que nos diz que
inf |a,, — b,| < |a — b| e, portanto, d(A, B) < d(A, B).

Seja A C R2. Definimos a seguinte funcio da : R? \ A — R, dada por da(z) = d(x, A), e queremos estudar
suas propriedades. Como pela observagao anterior, temos que d(x, A) = d(z, A), podemos assumir A fechado.

Note que se para cada z € R?\ A existe um tnico a € A tal que d(z, A) = |z — al, entdo tem sentido definirmos
uma fungao p4 : R?\ A — 94 que a cada ponto x do plano, fora do conjunto A, associa o tinico ponto p4(z) = a € A
tal que da(x) = |z —a| = |z — p(z)|. Aqui DA denota a fronteira de A.

Provemos agora o seguinte resultado que diz respeito ao comportamento da func¢do d4 quando A é fechado.

Proposicao 1. Seja A C R? fechado, A # (), entio da € uniformemente continua.

Demonstracgao: E suficiente mostrarmos que neste caso d € Lipschitz continua, com constante de Lipschitz
igual a 1 (um). De fato, dados z,y € R*\A existem a,b € A tais que da(z) = |z — a| e da(y) = |y — bl
pois A é fechado. Assim, |y — b < |y —a| < |x — y| + |x — a| donde, da(y) < |z — y| + da(x), o que implica
|lda(z) —da(y)| < |z —yl. m

Agora, dados dois subconjuntos fechados do plano queremos saber quais sdo as condigoes necessarias para que a
distancia entre os conjuntos seja exatamente a distancia entre dois de seus elementos. Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2. Sejam A, B C R? fechados e nio vazios. Se A ou B € limitado, entdo existem a € A e b € B tais
que d(A, B) = |a — b|.

Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos supor A limitado. Existem sequéncias {a,} C A e
{bn,} C B tais que d(A, B) = lim|a, — b,|, com |a, — b,| < d(A, B) + %,Vn € N. Como A é compacto, a
menos de passarmos a uma subsequéncia, podemos supor que (a,) — a € A. Além disso, (b,) é limitada, pois
la —by| <lan —bn| + |an —a| < d(A, B) + % + £. Entao, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, como B é fechado
podemos assumir (b,) — b € B, donde lim|a,, — b,| = |a — b| = d(4, B). [ |

Agora que estamos familiarizados com o conceito de distdncia entre conjuntos e conhecemos algumas das
propriedades da funcao distancia de um conjunto, passamos ao estudo dos conjuntos equidistantes, aqueles cujos
elementos sdo os pontos do plano que estdo & igual distancia de dois subconjuntos nao vazios de R? fixados. Dados
A, B C R? nao vazios, denotamos o conjunto equidistante de A e B por {A = B}. Em sfmbolos,

{A=B} = {2z cR?%ds(z) =dp(z)}

Naturalmente podemos estender a notagdo para {A < B}, que denota o conjunto dos pontos do plano mais
proximos de A do que de B. E, analogamente, para >, < e >.

Para um estudante de Matematica, ou amante desta ciéncia, a busca por respostas a questoes como a de
caracterizar, topologicamente, por exemplo, os conjuntos que se realizam como o conjunto equidistante de outros
dois conjuntos, entender o contexto em que um conjunto equidistante se realiza como curva plana ou procurar
um algoritmo para construir o conjunto equidistante de dois conjuntos dados; ja é suficientemente atraente e em
geral desafiadora. Mas, para os menos entusiastas eis uma situagao real e bastante atual onde aparece a ideia de
equidistancia, ou se preferir “justica”. Historicamente a busca por métodos precisos para a representacao de porgoes
da superficie terrestre, em especial limites geopoliticos, tem ocupado o intelecto humano e é uma das motivagao
por tras das ciéncias geodésicas. No entanto, mais do que objeto de estudo, demarcacoes de limites territoriais
estiveram, e estao, presentes como pano de fundo em disputas entre civilizagoes, tribos, paises; algumas violentas,
como a Guerra do Contestado, a Guerra da Triplice Alianga ou a Guerra da Cisplatina e outras mediadas por
organizagoes como a ONU, dentre as quais destacamos o embate atual entre Chile e Peru para estabelecer suas
fronteiras maritimas no Oceano Pacifico. O fato é, que a menos de questoes histéricas, é razoavel estabelecer uma
tal limitacdo pela ‘linha equidistante’ entre os dois paises. Mas como determiné-la? Em questoes como essa, embora
um modelo mais adequado para a representacao da superficie terrestre seja uma esfera, os paises podem ser vistos
como subconjuntos do plano e, em geral, esta ‘linha equidistante’ é dada por alguma curva plana. E, portanto, é de
interesse estudar situacoes em que as curvas planas aparecem como conjunto equidistante, bem como é importante
estudar as propriedades que certos conjuntos equidistantes possuem.

A primeira observacao que fazemos é o fato de podermos considerar dois subconjuntos A e B nao vazios
do plano como sendo fechados, pois, como dito anteriormente, é verdade que d(A, B) = d(A, B), e portanto,
{A = B} = {A = B}. Também é notdvel que podemos escrever {A = B} como a imagem inversa do conjunto {0},
que é fechado, pela fungdo d(z, A) — d(x, B) donde, a continuidade de d implica que d=1(0) = {A = B} é fechado.

Embora, intuitivamente, seja razodvel esperar que as regides do plano {A < B} e {B < A} estejam separadas
pela “curva” {A = B}, este fato em geral nio é verdadeiro. Consideremos os conjuntos A = {(z,0) € R%;z <0} e
B =1{(0,y) € R%y <0}, entdo {A = B} = {(z,2) € R% 2 <0} U{(z,y) € R%z,y > 0}, cujo interior é nio vazio.
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Figura 1: {A = B} tem interior nao vazio

Formalmente temos o seguinte resultado.
Proposigao 3. Sejam A, B C R? ndo vazios, fechados e disjuntos. Entdo {A = B} tem interior vazio.

Demonstragao: Dado z € {A = B}, queremos mostrar que 2 é um ponto isolado. Sejam a, b pontos de A e B,
respectivamente, tais que |x —a| = |z —b| = d(x, A) = d(x, B). Tais pontos existem, pois A e B sao fechados. Note
que a # b, pois ANB = (). Vamos mostrar que os pontos do segmento (z,a) = {y € R?;y = t-x+(1—t)-a,t € (0,1)}
estdo mais préximos de A do que de B. De fato, podemos tragar uma circunferéncia 7 de raio |x — a| e centro
em x que toca os conjuntos A e B ao menos nos pontos a e b. Note que nao existe nenhum ponto de A U B no
interior de 7. Tomando um ponto y no segmento (z, a), sabemos que d(y, a) < d(z,a). Assim, ao tragarmos uma
circunferéncia 7 de raio d(y,a) com centro em y teremos que 7 estd completamente no interior de 7, exceto pelo
ponto a de tangéncia interna, donde y € {A < B}. Observamos que esta prova depende diretamente do fato dos
discos na norma euclidiana serem estritamente convexos. [ |

Figura 2: {A = B} tem interior vazio

Dentre a classe de conjuntos que estao sob as hipéteses do resultado acima destacamos a dos circulos, cujos
tragados sao bastante simples e que nos servirao como motivacao para nossa revisita as conicas, um dos objetivos
deste trabalho. De fato toda conica nao degenerada pode ser vista como o conjunto equidistante de dois circulos,
se admitirmos os casos limites de um ponto e uma reta. Seja A = {a} um ponto no plano. Se B é uma reta que
nao contém A, entdo {A = B} é uma pardbola com foco em A e reta diretriz dada por B. Suponhamos agora que
B é um circulo. Se A estd no interior de B, entdao {A = B} é uma elipse com focos em A e no centro de B. Por

outro lado, se A estd no exterior de B, entdo {A = B} é o ramo de uma hipérbole com focos em A e no centro de
B.
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Figura 3: O equidistante entre duas circunferéncias

Uma forma de enxergar o problema de encontrar o conjunto equidistante de dois circulos é olhar para
“outra” questao, a de determinar todos os circulos que sao tangentes a estes dois circulos fixados. Problemas
de tangéncia sdo conhecidos desde a Grécia Antiga e alguns, como o Problema de Apolonio, ocuparam por muito
tempo mentes matematicas como as de Frangois Viete e René Descartes.

Seja A = {a} um ponto no plano. Suponhamos que B é um circulo. Se A estd no interior de B, entdo {A = B}
é uma elipse com focos em A e no centro de B. Por outro lado, se A estd no exterior de B, entdo {A = B} é
o ramo de uma hipérbole com focos em A e no centro de B. Agora, se B é uma reta que nao contém A, entao
{A = B} ¢é uma pardbola com foco em A e reta diretriz dada por B. De fato neste tltimo caso podemos trocar o
ponto por um circulo e o conjunto equidistante obtido é também uma parabola. Intuitivamente isto ocorre porque
se olhamos para os dois conjuntos, a reta e o circulo, de um ponto no infinito, entdo o que veremos é um ponto
e uma reta. Como nosso objetivo é formalizar esta ideia, e adapta-la ao caso em que o “conjunto foco” é um
subconjnto nao vazio do plano, que é convexo e compacto, precisamos estabelecer alguns resultados que dizem
respeito a convexidade e regularidade dos conjuntos equidistantes.

Como vimos anteriormente, dados um conjunto fechado A C R? e um ponto z ¢ A, existe a0 menos um ponto
a de A tal que d(x, A) = | — a|. Vamos caracterizar os subconjuntos fechados A do plano para os quais o ponto a
é Unico.

Temos o seguinte resultado atribuido a Motzkin (MOTZKIN] |1935)

Proposigao 4. Dado um subconjunto A fechado do plano, definamos a sequinte lei de associagdo p: R2\ A — 0A
que a cada ponto x do plano, fora do conjunto, associa um ponto p(x) = a € A tal que da(z) = |z —a| = | — p(z)|.
Sao equivalentes:

(i) p estd bem definida como fungao e € continua;
(ii) A é convezo.

Demonstragao: Comecemos provando a implicagdo (i) = (i¢). Afirmamos que a funcdo z — p(x) é continua.
De fato, seja {x,,} uma sequéncia de pontos de R? tal que x,, — 2. Queremos mostrar que p(x,,) — p(z). Note que
p(xy) é limitada e, logo, admite subsequéncia p(z,, ) convergente. Além disso, como A é fechado, p(z,,) — y € A.
Assim,
lz —yl = lim |z, —p(zn,)| = lim da(z,,) = da(z)
k—o0 k—o0

e, portanto, y = p(x). Prosseguindo, é facil ver que se z € R?\A, entdao p(x) = p(y),
Vy € [z,p(z)] = {y € R%y = Az + (1 — Mp(x), A € [0,1]}, pois

le —p)| < |z —yl+ |y —pW)| < |z —yl+ |y — p(a)| = |z — p(z)]

donde, p(x) = p(y). Agora, vamos mostrar que p(z) = p(y) para todo y na semirreta s com origem em p(zx)
passando por z, para cada x € R?\ A.

Seja S = {y € s;p(y) = p(z)}. HA duas possibilidades, ou S é um intervalo da forma [y, p(z)) para algum y,
ou S = s. Mostremos que a primeira possibilidade n&o ocorre. Se ocorresse, poderfamos tomar {y,} C s\ S uma
sequéncia convergente para y, mas p(y,) nao convergiria para p(y), contrariando a continuidade de p. Isto porque
p(yn) estd em um dos semiplanos determinados pela reta perpendicular a s em y que nao contém p(zx).

Concluimos, portanto, que para cada z € R?\ A todo ponto y na semirreta com origem em p(z) passando por
x é tal que p(xz) = p(y). Logo, a bola aberta B, = B(y; |y — p(z)|) é disjunta de A. A medida que y se torna
ilimitado, obtemos uma reta por p(z) com vetor normal x — p(z) que separa x de A, e portanto, A é convexo.



Figura 4: p é continua

Agora, provemos a reciproca ((i¢) = (¢)). Tomemos & € R™\ A. Seja z um ponto de A cuja distancia a x é
minima. Vamos mostrar que Vy € A,y # z tem-se |z — z|> < |x — y|%. De fato, como A é convexo, qualquer que
seja e € [0,1] tem-se z +e(y — 2) € A,Vy € A,y # 2. Logo,

e — 2P <|lz—z—ely—2)P =z — 2> =2y — 2,2 — 2) + 2|y — 2| €
Agora, fazendo ¢ — 0 obtemos (y — z,x — z) < 0. Por outro lado,
e —yP=le—z—y+zf =lr -2’ 20z -2y —2) + |y - 2|

e, portanto, de (x) tomando ¢ = 1 segue que |x — y|?> > |z — 2|2, Vy € A,y # . [ ]

Esta caracterizagao nos serd ttil na demonstragao do resultado que serd apresentado a seguir. A ideia é verificar
a diferenciabilidade da fungao distancia para um conjunto convexo e fechado do plano exibindo um canditado
bastante natural a gradiente. Nos valemos do fato que a direcdo do gradiente nos diz qual é a direcdo de maior
crescimento da funcao.

3 A funcao distancia e suas propriedades de diferenciabilidade

Seja C' C R? nao vazio e fechado. A Proposicao anterior nos diz que a fungio p : R2\ C — 9C, estd bem
definida se, e somente se, C' é convexo. Daqui em diante, assumiremos que C é convexo e fechado e, portanto p
estd bem definida como funcdo. Lembremos que associada a C' temos também a funcio dc : R? \ C — R, dada
por de(z) = |z — p(x)|. Quando ndo houver ambiguidade, indicaremos tal fungao apenas por d.

Sob certas condigdes, o conjunto C' junto com as funcdes p e d nos permite descrever os elementos de R? \
C' de maneira semelhante ao que ocorre em sistemas de coordenadas polares. Mais precisamente, a associagao
x < (p(x),d(z)) é biunivoca, pois em certo sentido existe uma bije¢ao entre dC' x RT e R?\ C. Para isso,
precisamos de uma espécie de injetividade de p: Se z,y e p(x) ndo sdo colineares, entdo p(y) # p(z). E, sendo C
convexo e fechado, p é sobrejetiva sobre dC. De fato, é possivel estender esta bije¢do a um difeomorfismo, porém
essa andlise foge do escopo desse artigo. O que é importante, é entendermos cada ponto # € R? \ C' como uma
direcao. Isto é, a direcao “radial” dada pelo vetor z —p(z). Note que esta dire¢ao radial é a diregao de afastamento
mais rapido de C. Esta é a motivacao para o resultado que provamos a seguir.

Teorema 1. Seja C C R? ndo vazio e fechado. Se C é convexo, entio a funcdo dc : R?\ C — R, dada por
de(z) = |z —p(z)| € continuamente diferencidvel. Além disso Vdc(z)-h = <|i_§((f:;|’ h> para todo h € R?\ C.

Demonstragao: Comegamos nosso argumento pela observagao de que o vetor z — p(x) nos diz qual é a diregao
de afastamento mais rapido do conjunto C' e, portanto, para que d tenha alguma chance de ser diferenciavel em
algum ponto x € R?\ C, a direcio de Vd deve ser dada pela dire¢ao do vetor = — p(x). Como d expressa distancia,
z —p(z)
|z — p(z)]
e provemos que de fato este é o gradiente de d donde, pela continuidade da funcao p, segue diretamente que a
funcdo d é continuamente diferenciavel.

sua velocidade de crescimento é unitéria em todo ponto. Assim, consideremos o campo vetorial Vd(z) =



Figura 5: O gradiente de d

A demonstragao que apresentamos aqui é construtiva e faz uso de um argumento geométrico bastante simples,
a Lei dos Cossenos. E conveniente considerarmos a funcdo d?. Uma vez verificada a diferenciabilidade de d?, segue
diretamente da regra da cadeia que a funcao d é também diferencidvel. Devemos mostrar, portanto, que 2d - Vd é
o gradiente de d?, onde Vd é o campo vetorial definido acima. Observamos que d é estritamente positiva.

Fixemos um ponto xo € R? \ €. Dado um vetor unitario v, queremos nos aproximar de zg ao longo da reta
xo +tv. Agora, para cada t seja E(t) a distancia entre os pontos x +tv e p(zg). Entdo d(zo +tv)? < E(t)%. Além
disso, se a é o angulo formado entre os vetores v e 29 — p(xp), no tridngulo de vértices g, p(xo) e x¢ + tv, entdao

pela Lei dos Cossenos, segue que
E(t)* = d(z0)® + t* + 2td(zg) cos o

E, portanto, como E(t)? > d(xq + tv)? e cosa = (Vd(zg),v) temos que:

d(zo + tv)? — d(z0)? < E(t)? — d(x0)?
t - t

— t + 2d(w0) (Vd(x0), v) (1)

Por outro lado, para cada t seja k: o ponto do segmento [z + tv, p(xo + tv)] tal que o dngulo entre os pontos
ki, p(xo) € o é reto e definamos ainda e(t) como sendo a distdncia entre k; e zg + tv; e §(t) = |zg — kel

Sabemos que existe um tal k; porque o angulo entre xg, p(xg) e p(xg + tv) ndo pode ser agudo. Além disso,
ki — p(xo) quando t — 0, o que nos diz que se 3(t) é o angulo entre ky, xg e p(zp), entdo B(t) — 0 quando t — 0 e
também que 0(t) — d(zg). Ademais, a(t) = m — «, onde «(t) é o dngulo entre k;, zg e o + tv. Observe ainda que
e(t)? < d(xo +tv)? e que —§(t)? < —d(z0)%.

Finalmente, pela Lei dos Cossenos aplicada ao triangulo de vértices xg, kt e x¢ + tv obtemos:

e(t)? = 6(t)? + 12 — 2t5(t) cos a(t)

Logo,
e(t)? — §(t)? < d(zo + tv)? — d(z9)?

t—25(t) cosalt) = ; < .

E, portanto, de (1) e (2) obtemos

tg 220 A0S o ) (e 0)

Observamos que o Unico caso nao coberto por essa demonstragao é aquele em que « = 0 ou o = , isto é,
quando v é paralelo a Vd(xg). Entretanto, esses casos sdo trivialmente verificados.

|
Como consequéncia direta deste resultado obtemos uma caracterizagdo do conjunto equidistante entre dois
subconjuntos disjuntos do plano que sdo nao vazio, fechados e convexos.

Corolério 1. Sejam A, B C R? ndo vazios, disjuntos, fechados e convexos. Entdo {A = B} é de classe C*.

Demonstragao: Consideremos a func¢ao dada por f(x) = da(z) — dp(x). Entdo, pelo Teorema anterior f é de
classe C'. Agora, sendo {A = B} = f~1{0}, como 0 é valor regular de f segue, pelo Teorema da Fungao Implicita
que {A = B} é de classe C'!, no sentido que é localmente o gréfico de uma fungao de classe C. Verifiquemos que
0 é de fato valor regular de f. Temos Vf(z) =0 <= Vda(z) = Vdp(x). Suponhamos Vda(z) = Vdp(x), entdo
pa(x) = pp(z), contradizendo o fato de serem A e B disjuntos. [ |



T+ tv

Figura 6: d é C*

Como antes, seja C' C R? nio vazio, fechado e convexo. Note que para todo ¢ > 0, temos que ¢ é um valor regular
da funcio dc = d, uma vez que para pontos ¥ € d~1{t}, temos x # p(z), logo, Vd(z) # 0. Assim, utilizando o
Teorema da Funcio Implicita, garantimos que d~1{t} é uma curva de classe C1. Mesmo que a fungdo d nao esteja
definida em C, se nés a estendermos para 9C, terfamos que d~1{0}=0C, que sabemos que é uma curva continua.
Podemos relacionar este fato com o que acontece ao resolver o problema da equagao do calor:

U — Pz =0, 0<zx<L, t>0,
u(0,t) =0, u(0,L) =0, t >0,
u(z,0) = up(x), 0<z<L.

onde B > 0 e ug é continua e uj, é continua por partes.

Neste caso, existe uma solugao u € C([0, L] x [0, 00]) N C*(]0, L[x]0, o0[). Observe que a solu¢do v em ¢ > 0 é
uma solugao suave, mesmo que inicialmente (t = 0) nao o seja. Este fato é conhecido como o efeito regularizante
da equagao do calor (FIGUEIREDO| [1977).

Vejamos também que este resultado é o melhor que podemos obter sob as hipéteses que temos. De fato,
considerando C' = [z, y] um segmento no plano, as curvas de nivel de dal(t), t > 0 sao unides de segmentos de reta
com arcos de circunferéncia. Dessa forma, embora exista uma tangente, no ponto de colagem a curvatura muda de
0 para % Ou seja, do nao é C?. O mesmo ocorre quando C' é um poligono convexo.

Figura 7: Curvas de nivel de d para C' um segmento e um poligono convexo



4 Parabolas Generalizadas

Comecamos esta secdo abordando um problema geométrico bastante conhecido cuja solugao ilustra uma pro-
priedade comum as conicas nao degeneradas: a propriedade reflexiva, ou propriedade de rebote.

O problema é enunciado da seguinte maneira: Dados uma reta r e A e B dois pontos distintos e nao pertencentes
a reta, com A e B num mesmo semiplano, queremos determinar o caminho mais curto entre A e B passando por r.

Sabemos que, no plano, o caminho mais curto entre dois pontos distintos é dado pelo segmento de reta que
os une. Se efetuamos a reflexao de B pela reta r obtemos um ponto B’ no semiplano determinado por r que nao
contém nem A nem B. O caminho mais curto entre A e B’ intersecta a reta r digamos num ponto P. Assim,
se queremos ir de A até B passando por r e pelo caminho de menor comprimento, basta considerar a poligonal
A—P-B.

Sabemos que se um feixe de luz incide paralelamente ao eixo de um espelho parabdlico, entao este é refletido
passando pelo foco do espelho e, reciprocamente, se a luz incide sobre o foco, entéo esta é refletida paralelamente ao
eixo. Se definimos uma parédbola generalizada como sendo o conjunto equidistante entre uma reta e um subconjunto
do plano, que é ndo vazio, convexo e compacto (conjunto foco), entéo esta é uma das propriedades que as pardbolas
generalizadas devem possuir para que esta seja uma boa definicao. Nesta secao nos dedicamos a apresentar esta
generalizagdo da ideia de pardbola como algo bastante natural. A abordagem que seguimos é a proposta em
(PONCE M.; SANTIBanEZ, |2014]).

Mostraremos que toda pardbola generalizada nao sé verifica esta propriedade de rebote como também delimita
uma regiao do plano que é convexa. Além disso, sempre é assintética a uma parabola classica.

4.1 Sobre Convexidade e Reflexividade

Observamos que como consequéncia do Teorema [1| apresentado na segao anterior toda parabola generalizada é
de classe C'!, isto é, localmente é o grafico de uma funcéo de classe C'. Com efeito, como toda reta é convexa e
fechada, da definigao de pardbola generalizada, estamos sob as hipéteses do Coroldrio [T} O conteido do préximo
resultado nos diz algo mais a cerca das parabolas generalizadas vistas como graficos de funcgoes.

Proposicao 5. Toda pardbola generalizada delimita uma regido do plano que é conveza.

Demonstragao: Consideremos uma pardbola generalizada c. Seja x um ponto de ¢ e sejam pa(z) e pp(x)
os pontos em que z realiza a distancia na reta diretriz A e no conjunto foco B, respectivamente. Sem perda de
generalidade podemos supor que a reta coincide com o eixo das abscissas, pois ¢, vimos, é localmente o gréfico de
uma fungao de classe C1. Seja 7 a reta perpendicular ao segmento [z, pa ()] que passa pelo ponto pa(x), entdo r
intersecta o eixo—z em um ponto z. Como o conjunto foco é convexo, a reta r divide o plano em dois semiplanos de
modo que int B esta inteiramente contido em um tnico semiplano. Seja agora s a reta determinada pelos pontos z
e z. Como os tridangulos Azpa(z)z e Axpp(z)z sdo congruentes temos que s é a bissetriz do angulo Zpa(z)zpp(x).
Mostremos que ndo hé pontos de ¢ em {r < eixo — z}. Suponha que existe y € ¢ tal que y € {r < eixo — x} e,
como B é convexo e fechado, existe um tnico b € B que realiza a distancia de y. Neste caso, y ¢ r, absurdo, pois
d(y,b) > d(y,eixo — ). Portanto ¢ C {r > eixo — x}, ou seja, ¢ é convexa.

Figura 8: Convexidade



Corolario 2. Um feize de luz ao incidir perpendicularmente na pardbola generalizada c, € refletido no conjunto foco
no ponto em que o ponto de reflexdo realiza sua distancia, onde abstraimos a pardbola generalizada considerando-a
como um espelho.

Figura 9: Rebote

Demonstragao: Basta observar que pela construgao anterior, a reta s é a tangente de ¢ no ponto x e que, além
disso, os angulos Zpa(z)xzz e Lpp(x)zz sdo iguais e, portanto, o 4ngulo de incidéncia é igual a Zpp(z)xz, pois sdo
opostos por um vértice. Assim, o feixe é refletido justamente no ponto do conjunto foco no qual realiza a distancia
ao ponto de reflexao. [

4.2 Comportamento Assintético

Abordaremos agora uma outra propriedade das parabolas generalizadas. J& vimos que se o conjunto K for
convexo, entdao o equidistante {R = K} é de classe C'. Ao assumir apenas a compacidade e conexidade do
conjunto K, veremos que {R = K} possui um comportamento assintético & pardbola de diretriz R e tendo como
foco F', o ponto mais alto de K. Intuitivamente falando, ao olhar desde o infinito, enxergamos apenas F' e R, ou
seja, o equidistante coincide com a pardbola no infinito. Caso o conjunto nao possua apenas um ponto mais alto,
o comportamento serd assintético com duas parabolas cujos focos serao aqueles mais a direita e mais a esquerda.
Para provar este teorema, precisaremos dos seguintes lemas técnicos.

Lema 1. Seja K C R? compacto e A = (x0,y0) tal que v < xo e y < yo, ¥(z,y) € K. Fizado P = (x0,%1) tal que
Y1 > Yo, a funcgdo
p: RTY — R
t — d(P,K)

é crescente, onde P, = P + t(1,0).

Demonstragao:
Considere 0 < t; < t2, queremos mostrar que d(P;,,K) < d(P;,,K). Seja Q2 € K o ponto que realiza a
distancia do ponto P;, a K, ou seja, d(P;,, Q) = d(Ps,, K). Assim,

d(Pt1aK) S d(Pt17Q2) < d(PtzaQQ) - d<Pt27K)7
em que a primeira desigualdade segue da definigao de d(P;,, K) e a segunda do Teorema de Pitdgoras.

Portanto d(P;,, K) < d(P,, K), logo ¢ é crescente.

Lema 2. Seja K C R? compacto e suponhamos que existem F = (zp,yr) € K e e > 0 com a propriedade que
y < yr ex < xp + € para todo (x,y) € K. Considere uma reta l : y = «, cujo a < y, Y(z,y) € K e seja
Py = (z0,y0) um ponto na pardbola de foco F e diretriz 1. A fungdo

f: RY — R
t — d(Pt,l)—d(Pt,K),

onde P, = Py + t(1,0), possui um inico zero t* e, além disso, t* € [0, ¢).
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Figura 10: Lema 1

Demonstracao: A funcao f acima definida é continua, uma vez que a fungdo distancia é continua. Como
d(P;,1) é constante e d(P;, K) é crescente, pelo Lemal[1] a fun¢do f é decrescente. Além disso, notemos que:

e f(0) =d(Fo,l) — d(FPo, K) > 0;
o f(c) = d(P.,1) — d(P.,K) < 0.

A primeira afirmagao segue do fato de que d(Py,1) = d(Py, F) > d(Py, K) e a segunda pelas hip6teses do lema
que garantem que B(P.,d(P.,1)) N K = {).

Portanto, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, deve existir t* € [0,¢) tal que f(¢*) = 0, ou seja, P;» € {K = 1}.
A funcao f néo possui outro zero, uma vez que f é descrescente.

o

Py P.

Figura 11: Lema 2

Teorema 2. Seja K C R? conexo e compacto tal que F = (xp,yr) € o ponto mais alto de K, ou seja, y < yr
para todo (z,y) € K. Considere a retal : y = «, tal que o <y para todo elemento de K. O conjunto equidistante
{K =1} € assintdtico d pardbola cr, cujo foco é F e reta diretriz € 1, ou seja, para todo ¢ > 0, existe uma altura
h = h(g) > 0 tal que para todo h > h, existe um tnico (z(h),h) € {K =1} tal que |x(h) — 2., (h)| < &, em que
(Tep, h) € cp.
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Demonstragao:

A fim de utilizarmos o Lema [2| mostraremos que no que diz respeito ao conjunto equidistante, em alturas
suficientemente grandes, consideramos apenas uma vizinhanga do ponto F' na realizacao da distancia.

Suponhamos inicialmente que o conjunto K é convexo. Dado € > 0, consideremos (xp + ¢,y:) € K o ponto
mais alto de K sobre a reta © = xp 4+ e o ponto D = (xr, ye ), onde zps é a maior abcissa dentre os pontos de K.

Seja Py = (x¢,(h), h) a intersegio da pardbola ¢y com a mediatriz dos pontos F e D. Temos que os pontos de
K que estao no interior do circulo com centro em Py que passa por D e F', possuem x < xp +€ e y > y.. Assim,
pelo Lema 2, existe (z(h), h) € {K =} tal que |z.,(h) — z(h)| < e.

No caso de K nao ser convexo, basta tomar € > 0 suficientemente pequeno de tal maneira que para os pontos
de K com x > xp + ¢, tenha-se y < y., e isso é possivel pelo fato de F' = (zp,yr) ser o ponto mais alto de K. H

No enunciado do Teorema, supomos que o conjunto possuia apenas um ponto mais alto, porém o resultado
continua valido caso contrério, ou seja, o conjunto equidistante neste caso é assintético as parabolas com focos nos
pontos mais a direita e mais a esquerda dentre os pontos mais alto e a demonstragao segue igual ao caso anterior.

Figura 12: Exemplo de comportamento assintético
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5 Consideracgoes Finais

Ao final deste trabalho, conseguimos mostrar o motivo pelo qual nossa definicao de parabola generaliza faz
sentido, uma vez que, assim como a pardbola classica, também define uma regidao convexa no plano e possui
a propriedade reflexiva. Além disso as parabolas generalizadas se comportam como uma parabola classica no
infinito. Um préximo passo seria procurar uma boa definigao para elipse generalizada.

6 Agradecimentos

Este trabalho foi realizado durante o I Simpdsio Nacional do PICME durante a Escola de Verao 2014 do Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computagao da Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, sob a orientacao do professor
Dr. Mario Ponce, PUC-Chile. Agradecemos ao professor Mario pela dedicacdo dispensada e & organizacdo do
evento, em especial ao professor Dr. Ali Tahzibi.

Referéncias

FIGUEIREDO, D. d. Andlise de Fourier e Equagoes Diferenciais Parciais. Rio de Janeiro: IMPA, 1977. (Projeto
Euclides).

LIMA, E. Curso de Andlise. Rio de Janeiro: IMPA, 1989. (Projeto Euclides, v. 1).
LIMA, E. Curso de Andlise. Rio de Janeiro: IMPA, 1989. (Projeto Euclides, v. 2).
MOTZKIN T, . e. a. The number of farthest points. Pacific journal of Mathematics, n. 3, p. 221-232, 1953.

MOTZKIN, T. S. Sur quelques propriétes caractéristiques des ensembles convexes. Atti Acad. Naz. Lincei Rend,
v. 21, n. 6, p. 562-567, 1935.

PONCE M.; SANTIBanEZ, P. On equidistant sets and generalized conics: The old and the new. American
Mathematical Monthly, Mathematical Association of America, v. 121, n. 1, p. 18-32(15), 2014.

13



	Introdução
	Definições
	A função distância e suas propriedades de diferenciabilidade
	Parábolas Generalizadas
	Sobre Convexidade e Reflexividade
	Comportamento Assintótico

	Considerações Finais
	Agradecimentos

